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Azarbaycan Respublikasinin
Dovlet Himni

Musiqisi Uzeyir Hacibaylinin;
so6zlari Bhmad Cavadindir.

Azarbaycan! Azarbaycan!

Ey gehraman évladin sanh Vatani!
Sandan 6tri can vermaye cimle haziriz!
Sandan &6tri gan tékmaya cimla gadiriz!
Ucrangli bayraginla masud yasal!
Minlarle can qurban oldu!

Sinan harbs meydan oldu!

Hlqugqundan kegan asger,

Hora bir gahreman oldu!

San olasan gulustan,
Sana har an can qurban!
Sana min bir mahabbat
Sinamda tutmus makan!

Namusunu hifz etmays,
Bayragini yiksaltmaya
Cumla gancler mustaqdir!
Sanli Vatan! Sanli Vatan!
Azarbaycan! Azarbaycan!
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Coxhadlilor

* Coxhadlinin coxhadliya bolinmasi

* Qalig hagqginda teorem

* Coxhadlinin vuruglari hagginda teorem
® Rasional koklarin tapiimasi

® Cabrin asas teoremi

* Coxhadli funksiya

* Rasional funksiya

Riyazi liigat

v" n daracali coxhadli v Qaliq hagginda teorem
v’ Béliinan, bdlan, galig v .Coxhadlinin vuruglari
v’ Budagh bélma ¥ Rasional koklar
v'Sintetik bélma v' Goxhadlinin kéklari

Bunlari bilmak maraghidir!

1048-1131-¢i illardsyasamis dahi sair Omar
Xayyam riibailar ustadi kimi taninir. Lakin
onun adisham da dahi riyaziyyateilarin adi ila
yanasi ¢akilir. Omar Xayyam ilk dafa p >0,
g>0 hal Ggun f(x) = x> — px — g kub
goxhadlisinin  koklarinin handasi
Usulla tapilmasinivermisdir.

Coxhadlini ikihadliys sintetik bolma qaydasini ilk dafs italyan
riyaziyyatgist Paolo Ruffini (1765-1822) vermisdir.

Polinomogqrafiya rassamliq, riyaziyyat ve
komputer elminin sintezi ils yaradilan incasa-
nat novudir. Polinomografiyanin asasinda
komputer programi ila goxhadlinin kdklarinin
vizuallasdirilmasi durur.




Coxhadlinin ¢oxhadliya boliinmasi

Masala. Olgiilari santimetrla verilan hadiyys qutularinin
hacmini V(x) = x3 + 7x% + 14x + 8 funksiyasi ila modellas-
dirmak olar, burada x miisbat tam adaddir va 5 < x < 15.
Qutularin hindurliyd h(x) = x + 1 xatti funksiyasi ila
miayyan edilirss, digar dl¢ularini coxhadli saklinda neca
ifade etmak olar? Siz bu masalani coxhadlini coxhadliya bélma qaydasini
oyranmakla hall edas bilarsiniz.

Arasdirma. Coxragamli adadlari budagl bélma gaydasinin ¢oxhadliys tatbigini
arasdirin.

552|117 X+6x+11 [x+3
51 |32 T x2+3x X +3
42 3x+11

34| T 3x+ 9

8 2

a) Har iki hal Ggtin bolinan, bolan, gismat, qalig anlayislarina uygun adadlari va

coxhadlilari taqdim edin.

b) Coxhadlini bélarkan gismatds yazilan ilk hadd neca miayyan edilmisdir?
Coxragamli adadlarin boliinmasi ila'oxsar va fargli cahatlari hansilardir?

c) Har iki b6lma amalinin diizgiin yerina yetirildiyini neca yoxlayardiniz?

P(x)= an X"+ anaX"~1+ ...+ awx + aoifadasina n daracali birdayisanli coxhadli
deyilir. Burada x dayisan, an, an-1,..., a1, do miayyan adadlardir ve a»# 0.

an X" bas hadd, a» bagiemsal, ao sarbast hadd adlanir.

Tam adadlari budaqgli bolma gaydasina oxsar qayda ila ¢oxhadlini coxhadliya
boélmak olar.

Tam adadlari bélma amalini
Boliinan = gismat x bolan + galiq

barabarliyina gora yoxlayirig. Coxhadlini coxhadliya bélma amali li¢clin da eyni

gayda dogrudur,/Béltnan ¢oxhadli P(x), bolan B(x), natamam gismat Q(x), qaliq

X X
R(x) olduqgda Blx) - Q(x) + B(x) va ya P(x) = Q(x) B(x) + R(x) barabarliyi
dogrudur. Burada R(x) coxhadlisinin daracasi B(x)-in daracasindan kigikdir.

Bolan x — m saklinda ikihadli oldugda galig miayyan adad (r) ola bilar.
Bu halda aling: %: Q(x) — P(x)=(x—m)Q(x) +r

’

Nimuna'1. a) x3 — 2x? — 4x + 5 ¢oxhadlisini budaql bélma qgaydasi ila x — 3

ikihadlisins bolin. Naticani —PX) - Q(x) + r soklinda yazin.
X—m X—m

b) Dayisanin miimkin giymatlarini miayyan edin.

c) Hallinizi yoxlayin.




Coxhadlinin coxhadliya boliinmasi

Halli: a) x*—2x*—4x+5|x-3 Har bir bélma addiminda soldan
T x3—=13x2 XX+x—-1 baslayaraq béliinanin ilk haddi bélanin
X2 — Ax bas haddina (bu halda x-3) béliintir .
T x2-3x XXX
T —x+5 )I( )I‘ )I(
—X +23 Demali, 2+ x -1 qalig
xX}—=2x*—4x+5
=x*+x-1+ 3
x-3 gismat X~

b) x— 3 #0 va ya x # 3 olmalidir (aks halda sifira bélma alinir).

c) Yoxlama: x3—2x2—4x+ 5= (x—3)(x*+ x— 1) + 2 eyniliyi 6danmsalidir.
=x3+ X2 —x-3x°=3x+3+2
=x3—-2x*—4x+5

Niimuna 2. 5x + 3x3 + 2x* — 1 coxhadlisini x> — 2x + 2 ¢coxhadlisina bollin.

Halli: Bolinan ¢oxhadlini dayisanin daracasinin azalma sirasi ils yazaq, istirak
etmayan daracali hadlari sarti olaraq 0 amsal ila coxhadliya daxil edak.

2% +3x3 +0x2 4+ 5x—1 X2 — 2x 42 Har bir bélmataddiminda sol-
- s X dan baslayaraq béliinanin ilk
2x = 4% + 4x ¢ 252 + 7x +10 hadidi bo/anin bas h3ddina
7x3— 4x* + 5x (bu halda x*-na) bélindir.
T 73— 14X + 14x
Y 22X 7x3 10x2
~ 10x2-9x =1 2 o x2
10x2 — 20x + 20 | | |
1dx — 21 2x* +7x +10

ISP o

Oyranma tapsiriglar

1) Bolma amalini budagli béims ila yerina yetirin.

a) (2x*=3x+6): (x—2) d) (-3y3+4y-5):(y—-1)
b) (2y°-5y>43y—1):(y=-4) e) (=22+222-3z+2):(z-2)
c) (Ax+2x2=x3+5):(x+2) f) (2x¥—12x—-7x>—3): (2x + 3)

2) Halli P(x) =Q(x) - B(x) + R(x) barabarliyina gora yoxlayin.

Coxhadlini x — 3 ikihadlisina boldikds natamam gismatda 2x% + 3x — 11
coxhadlisi, galigda isa — 4 alinir. Béllinan goxhadlini tapin.

Bir bolma amalinda 2x? — 7x + 9 ¢oxhadlisi boliinan, 2x— 3 ikihadlisi natamam
gismat, 3 qaliqdir. Bélan ¢oxhadlini tapin.

Bolma amalini yerina yetirin.

a) (x* —x3—x2—x—3):(x*>—1) b) ( x*+ 2x%+ 4):(x*—2)

X2 —x>—5x+ 6 = (x—2)-Q(x) olarsa, Q(2)-ni hesablayin.



Coxhadlinin ¢oxhadliya béliinmasi

Praktik masgala 1) 2x3 + 3x%> — 5x + 7 coxhadlisini x — 2 ikihadlisina budaqli
bolmani arasdirin.

2) Har bir bélma addiminda boélinanin ilk haddi bélanin bas haddins, x-a
béliiniir va natica gismata yazilir. ikincidan baslayaraq har bir bélma addiminda
bolinanin ilk haddinin neca alindigini arasdirin va tagdim edin.

23 +3x*=5x+7
2x3 — 4x? 22+ J7x+ 9

3x2— (—4x2) = X2+ (3 + zi_/r]xz -
— 7x?—14x
—5x — (~14x) = x- (-5 +i_//éx +7
— 9x—18
7-(-18) = 7¢g9/\—’/v25

Coxhadlini x — m ikihadlisina bolma ligilin sintetik gayda (Horner sxemi)

Coxhadlini x — m ikihadlisina bolarkan budagli bolmaya alternativ olan sintetik
bolma qaydasindan da istifads edilir. Sintetik bolmada c¢oxhadlinin yalniz
amsallari istifads edildiyindan daha az hesablamalar aparmagq lazim galir.

Nimuna. 2x3 + 3x2 — 4x + 11 coxhadlisini x + 3 ikihadlisina sintetik qayda ila bolln.

Halli: Boliinan ¢oxhadlinin amsallari hadlarin daracasinin azalma sirasina gora Ust
satirda yazilir va istirak etmayan daracali hadlar sifir amsali ila daxil edilir. ikihadli
x + m saklinda oldugda x — (—m) saklina gatirilir.

Bolan ikihadlini x + 3 = x = (—3) kimi yazaq. Demali, m = -3.

23+ 3x2—4x+ 11

vy

m-in qiymeti —&'—3 | 2083 =4 11 d==——— Coxhadlinin amsallari
x|
_3\ 2¢ 3 6 & 1. Bas amsal (2) oldugu kimi asagi satira yazilir.
X M3 2. Bas amsalin (2-nin) m = —3-a hasili (-6) ils bolu-

nan ¢oxhadlida 2-ci haddin amsalinin (3-in) cemi
gismatin 2-ci haddinin amsalini (—3-() verir.

3. Qismatin 2-ci amsalinin (—3-n) m = —3-a hasili

7 (9) ile bolunanin 3-cli amsalinin cami gismatin
X I 2 —3¥/§¥@ 3-cl amsalini (5-i) verir. Digar amsallarin miay-

| yan edilmasi oxsar gayda ile davam etdirilir.



Coxhadlinin ¢oxhadliya béliinmasi

Belalikla, boliinan P(x) = 2x3 + 3x> —4x + 11, bolan B(x) = x + 3 olduqda nata-
mam gismat Q(x) = 2x2—3x + 5va qaligr=—4 olur.
2x3+3x2—4x+ 11 4

Demali, =2x2— -
43 2x*—3x+5 43

Umumi halda n daracali coxhadlini x — m ikihadlisina sintetik bélma qaydast
(ve ya HOrner sxemi) asagidaki cadvalda verilmisdir.

On On-1 a> a1 do
+ + + +
m l m-bn-1 l m-b2 m-b1 l m-bo i
4 , A 4 A A
bn-1= an bn—2=an—1+m'bn—1/ ....//{1=az+m'b2 bo=ai1+m-b1 | r=ao+m-bo

Oyranmea tapsiriglari

|i B6lma amalini sintetik bolmadan istifada etmakls yerina yetirin.
Halli P(x) = (x — m) Q(x) + r barabarliyina gora yoxlayin.

a) (x2+3x+15): (x—5) d) (x*=14x+ 8) : (x +4)
b) (x*+7x—-2):(x—-2) e) (x*—9x*+x+3):(x+3)
c) (x3—4x+2):(x+2) f) (10x* +5x3 +4x>—9) : (x + 1)

|l Bolma amalini istadiyiniz Usulla yerina yetirin.

a) (x*+32=3x=2) 2(x—1) ) (y? +3y +10):(y + 2)
B8+22-7t-2 d) m*+6m3+2m*—m+8
t-2 m+1

& a) 12x® — 8x%+5x +2 coxhadlisiniavvalca 2x+ 1, 3x + 1 va 4x + 1 ikihadlilarina
budagl bdlmadan istifads etmakls, sonra iss hamin g¢oxhadlini sintetik
bolmadan istifads etmakle x +L , X +1 vax +L ikihadlilarina bolan.

Bu iki bélmadan alinan galig va qisma%in amsallari hagginda hansi fikirlari

soylamak olar?

b) Sintetik b6lma qgaydasi bolan x — m saklinda oldugda dogrudur.
Bolan 2x — 4 olarsa, bu gaydadan neca istifada eda bilarsiniz?

|9. Verilan sintetik boims sxemina gors 3|1 -5 3 12

bolinani, bélani, gismati va galigl yazin.

10



Qaliq haqqinda teorem

Qalig haqqinda teorem (Bezu teoremi)

P(x) coxhadlisinin x — m ikihadlisina bélinmasindan alinan qgaliq P(x)
coxhadlisinin x = m noéqtasindaki giymatina barabardir.
P(x) = (x—m)Q(x) + P(m), r=P(m)

isbati: P(x) = (x —m) - Q(x) + r barabarliyinda x = m yazsaq,
P(m)=(m—-m)-Q(m) + r, buradan da r=P(m) alinir.

. . Halli yoxlayag.
Nimuna. Qaliq hagqginda teorema gora B —11x 49
P(x) = x3 — 11x + 9 coxhadlisinin x + 4 ikihadlisina \
boélinmasindan alinan qaligl tapin.
Halli: x+4= x-—(—4)saklinds yazaq.
Demali, m =—4.

Qaliq haqqinda teorema gora qalig 9
1-4 5
r=P(-4)=(-43-11-(-4)+9= l _@

=—64+44+9=-11olur. iz_iué q!}llq

P(-4)=-11

-4/, 0-11 9
‘4—4 16 =20

Oyranma tapsiriglari
m). Verilmis P(x) ¢oxhadlisini x — m ikihadlisina sintetik qayda ila bolin, alinan
galigi bu ¢oxhadlinin P(m) giymatiile miiqayisa edin.
a)P(x)=2x*+4x+3;-m=2 b) P(x) =x3+x2-3x+9; m=-4
C)P(x)=4x3+5x>*=6x—4; m=-2 d)P(X)=x*+x-2x+3;, m=1

Iﬂ' Qaliq haqqginda teorema gora verilan goxhadlinin: 1) x —4; 2) x + 2
ikihadlisinabolinmasindan alinan galigi misyysn edin.

a) x3+3x2—5x +2 b) 2x3 + 5x — 2x* €)3x+7x*—2x-3
d)3x3+4x>-19 e)8x*—8x—5x3+3 | f) x*+x*—5x2+2x—-7

|1_2. Horner sxemini tatbiq edarak bolma amalini yerina yetirin. Qaliq hagqinda
teorema gora hallinizi yoxlayin.
a) (3 +2x*=3x+9) : (x+3) c) (2x3+2x2—-5x+4): (x—2)
b) (2y2+3y—y? +5):(y—4) d) (2t* + 33— t2 + 4t) : (2 + 1)

|£§. Har bir boliinan lglin ¢ amsalinin ela giymatini tapin ki, galig 2 olsun.

a) (x+3x2—x+c0):(x—-1) (P +ex+x-3):(x-2)
b) (3 +x%+cx—15) : (x + 2) d) (e +3x+1):(x+3)

M. a)c-nin hansi giymatinda x® — 5x? — 5x + ¢ coxhadlisi x + 3 ikihadlisina qaligsiz
bolundr?
b) c-nin hansi giymatinda x* + 2x3 — x + ¢ coxhadlisi x + 2 ikihadlisina galigsiz
bolundr?

11



Qalig haqqginda teorem

|15.
|16.

17,

|18,

|19,

120.

. Orta tamasagi sayi. Voleybol Uzra gadinlararasi Super Liga

k-nin hansi giymatinda 3x? + 6x — 10 ¢oxhadlisini x + k ikihadlisina boldikda
gahqg 14 olar?

a) c-nin hansi giymatinda P(x) = —2x3 + cx? — 5x + 2 coxhadlisini ham

x—2, ham da x + 1 ikihadlisina boéldiikda galig eyni olar?

b) P(x) = x*— 2x3 + ax — 7 ¢oxhadlisinin (x + 1)-a bélliinmasindan alinan galig
4 olarsa, a haqiqgi adadini tapin.

Gulnar deyir ki, (x* + 1) : (x + 1) bdlma amalini sifahi yerina yetira bilar va
cavab (x® + 1)-dir. Gulnar dogru fikirlasir, yoxsa sahv? Fikrinizi asaslandirin.

P(x) coxhadlisi (x — 1)-a qaligsiz boliindr, (x + 2)-ys boéliindiikds iss qgaliq
3-3 barabar olur. Bu coxhadlini (x2+ x — 2)-ya boldikda alinan galigi tapin.

Tatbiq tapsiriglar

Verilan goxhadli diizbucagli paralelepipedin hacmini ifads edir. Paralele-
pipedin verilmayan tilini tapin.

a) V=3x+8x2-45x-50 b) V=2x3+17x?+40x + 25

x+1
x+1

X+5 : X+5

Kino va teatra illik xarclanan pul. 2000-ci ildan 2007-ci ile gqadar sahar
ahalisinin kino va teatr lg¢lin xarcladiyi pulun mablagini (min manatla)

M(x) =0,3x® + 64x2 + 824x + 4800 kimi, sahardaki ahalinin (min nafarla) sayini
iso buillar G¢un P(x) = 0,2 x + 40 kimi modellasdirmak olar (x burada 2000-ci
ildan baslayaraq kecan illarin sayini gostarir). Sehar ahalisinin orta illik kino va
teatr xarclarini gbstaran coxhadlini yazin.

yarislarinda 2008-ci ildan etibaran kegirilan oyunlarin sayini (T)
va bu oyunlardaki tamasagilarin sayini (A) asagidaki ¢oxhad-
lilarla modellasdirmak olar:

T(x) =2x + 6,

A(x)= 6x° + 418x%+ 7200x + 18000,

burada x illarin sayini géstarir va 0 < x < 10.

Bu illar arzinda har oyundaki orta tamasaci sayini modellasdiran ¢oxhadlini
muayyan edin.
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Coxhadlinin vuruglari hagqinda teorem

Coxhadlinin vuruqlari haqqinda teorem

x dayisaninin P(x) coxhadlisini sifira ceviran giymatina (yani P(x) = 0
tanliyinin koklarina) goxhadlinin kokii (va ya sifiri) deyilir.
Teorem. m adadi P(x) ¢coxhadlisinin kokudirsa, x — m ikihadlisi P(x)-in
vurugudur.
Dogrudan da, P(m) = 0 olarsa, P(x) = (x — m)Q(x) + P(m) barabarliyindan
P(x) = (x — m)Q(x) alinar.
Bu taklifin tarsi do dogrudur, yani x — m ikihadlisi P(x) ¢oxhadlisinin
vurugudursa, onda P(m) =0

Nimuna 1. x — 1 va x + 2 ikihadlilarinin P(x) = x> — x* = 5x + 2 ¢oxhadlisinin
vuruglari olub-olmadigini vuruglar hagqinda teorema gora miayyan edin.

Halli: P(x) = x* — x> — 5x + 2 coxhadlisinin giymatini x =1 va x =— 2 olduqda
hesablayaq:

x=1, X==2,
P(1)=13-12-51+2=-3. P(-2) =(=2)>— (-2)2-5:(-2)+ 2 = 0.

Demali, (x — 1) verilmis coxhadlinin vurugu deyil, (x + 2) isa vurugudur.

Niimuna 2. f(-2) = 0 oldugunu bilarak, f(x) = x* — 5x2 — 2x + 24 coxhadlisini
vuruglarina ayirin.

Halli: f(-2) = 0 oldugundan, x =.(=2), yani x + 2 ikihadlisi f(x) ¢oxhadlisinin
vuruglarindan biridir, digar vurugu sintetik bélmanin kdmayils tapag.

x> —5x2 — 2x+ 24

AT

-2 11 -5 =2 24
2 114 -24 X2—=5x>—2x+24=(x+2)(x* — 7x+ 12)

X

1 -7 12 0

x> — 7x+ 12 =(x — 3)(x— 4) oldugunu nazars alsaq,

X>—5x2—2x+24=(x+2)(x — 3)(x— 4) olar.
Buradan askardir ki, verilan coxhadlinin sifirlari x: = =2, x. = 3, xs = 4-dir.

Qeyd:3gar P(x) = (x — m)k Q(x) saklinda gostarilirss, burada Q(m) # 0,

m adadi P(x) coxhadlisinin k dafa takrarlanan kokuddr.

Masalan, coxhadlinin vuruglara ayrilisi P(x) = (x — 2)3 (x + 1) seklindadirss,
x = 2 adadi bu ¢coxhadlinin 3 dafa takrarlanan kokudyir.
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Coxhadlinin vuruglari hagqinda teorem

1.

2.

Oyranmea tapsiriglari

x — 1 ikihadlisinin verilan coxhadlilarden hansilarinin vurugu oldugunu
muayyan edin.

3x3-x-3 23 —-x2—3x-2 X=33+2x*—x+1
X3=3x2+4x -2 23 +4x*-5x—1 AxX*-2F+3x2-2x+1
k-nin hansi giymatinda verilan ikihadli goxhadlinin vurugu olar?

a)x®—-x+k, x+1 c)x¥—x+k x-2
b)x*+kx—16, x-2 dx3+4x*+x+k, x+2

|i f(a) = 0 oldugunu bilarak, coxhadlini vuruglarina ayirin.

4.

5.

Df(x) =x3—12x2+ 12x + 80; a = 10 4)f(x) = x3 —x2=21x + 45; a0 =-5
2)f(x) =x*—18x*> + 95x — 126; a =9 5)f(x).= x> — 11x*> + 14x + 80;0 = 8
3)f(x) =4x3—4x2—9x+9;a =1 6)f(x) = 2x3 +7x* —33x—18; a =—6

Tanliyin koklarindan biri verilmisdir.Bu tanliyi hall edin.
a)2x*-5x2+x+2=0; x=2 c) 2x*-3x2—-11x+6=0; x=-2

1
b) 3x* +7x*=22x-8=0;  x=~ 3" "d)J12¢ + 16X’ ~5x =3 =0; x=—%

1) Ucdaracali coxhadlinin kdklari Xz, X2 ve x3 isa
a3x 3+ axx 2+a1x + ao= a3 (x — x1)(x — x2)(x — x3) ayrilisina gora
a2 ai do
X1+ X2+ X3=——, X1X2+ X1X3+ XoX3=——, X1 X2 X3=——
as as as
oldugunu gostarin.
2) x3*—7x + 6 = 0 tanliyinin koklari xi, x2, xsolarsa:

a) x1+ X2+ X3 camini; b) x1x2 x3 hasilini-tapin.

a) X3 —4x> + x + 6= 0 tanliyinin koklarini f(x) = x> — 4x? + x + 6 ¢oxhadlisini
x + Likihadlisina bolmakls tapin.

b) Sintetik bolmadan istifade etmakle 12x3-11x?-82x+21=0 tanliyinin
koklarindan birinin 3-a barabar oldugunu gostarin va tanliyi hall edin.

Vuruglar hagginda teoremdan istifads etmakla gostarin ki, x + 1 ikihadlisi
P(x) = x> + 1 goxhadlisinin vurugudur, Q(x) = x?> — 1 ¢coxhadlisinin isa vurugu
deyil.

a) 7-ci sahifadaki masalada qutunun digar olgllarina uygun tam amsalli
coxhadlilari‘yazin.

b) Diizbucagli paralelepiped saklindaki akvariumun
tutumunu V(x) = x3 + 14x% + 63x + 90 dusturu ila
modellasdirmak olar. 9gar x + 6 coxhadlisi akvariu-
mun darinliyini ifade edirss, akvariumun digar
Olcilarina uygun tam amsalli coxhadlilari yazin.
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Rasional koéklarin tapilmasi

Praktik masgala.

1. 15x3 = 52x% + 19x + 6 = 0 tanliyini x-(15x%> — 52x + 19) = —6 saklinds yazin.
Bu tanliyin tam koékinidn(varsa) hansi adadin bélani olmasi zaruridir?

2. x = 3 adadinin verilmis tanliyin koki oldugunu sintetik bolmsa ila

yoxlayin. Tanliyin digar koklarinin 2y —%oldugunu gostarin.
3. Tanliyin koklarml% % ?saklmda yazin. Bu kasrlarin surat va

maxraclari verilmis tanlikda hansi amsallarin bélanlaridir?

Rasional koklar hagqinda teorem

o©msallari tam adadlar olan P(x) = an X" + an-1X"* 4 . . . + 01X + Qo
coxhadlisinin rasional koki varsa, bu kok
P sarbast haddin (ao-1n) bélani

kimidir.

aq bas amsalin (an-in)bélani

isbati. Tutaq ki, i ixtisarolunmaz kasri tam amsalli P(x) goxhadlisinin
n—l

kokadur: an* (q)+an_1(q) +. +al-7p+ao=0
Bu barabarliyin har iki tarafini g"-a vurag:
anp” + an-1p™q + ...+ a1pq"t + aoq"=0
Sonuncu barabarlikds aog” haddindan basqga galan bitiin hadlarda

p vurugu oldugundan, acamsali p-ya, anp™” haddindan basga galan hadlarda
g vurugu oldugundan, asamsali g-ya bollinmalidir.

Niimuna 1. f(x) = 2x® — 3x? — 5x + 6 goxhadlisinin rasional koklarini tapin.

Halli: Serbast hadd 6, bas smsal 2-dir. pe {+1;£2;3;+6}, ge { £+1;+2} ol-
maqla §ak||nda mimkin adadlari yazaq: £1;+2;+3;+6;+ % D x g
fl1)=2- 13 3-12—-5-1 + 6 = 0 oldugundan, ¢coxhadlinin vuruglarindan biri
x — 1 ikihadlisidir. Digar vurugu sintetik bolmanin komayils,

(2x® = 3x2—5x + 6) : (x — 1) bolma amalini yerina yetirmakls tapagq.

2x3—3x>=5x+6 2x3—3x>-5x+6=(x—-1)-(2x* —x—6) =
112 -3 -5.6 = (x—1) (2x + 3)(x = 2) olduguna gora
2 -1 -6 verilmis coxhadlinin kdklari
«l2 -1 4 o0

X1=1,X2=—2 , x3=2olur.
2x* —xX—6

Natica 1. Bas haddin amsali £1 oldugda tam amsalli coxhadlinin rasional kokii
yalniz tam adadlar ola bilar.
Natica 2. Tam amsalli goxhadlinin tam koki (varsa) sarbast haddin bolanidir.
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Rasional koklarin tapilmasi

Niimuna 2. P(x) = x> + X2 — 19x + 5 ¢oxhadlisinin koklarini tapin.

Halli: Coxhadlinin rasional koklari haqqgindaki | m | 1 [ 1 [-19| 5
teoremdan alinan naticays gora verilmis ¢oxhadlinin | 1 | 1 | 2 |-17|-12
tam koki (varsa) 5-in bolanlari arasinda olmalidir. Bun- =1 1 | 0 [-19( 24
lar £5; +1 adadlaridir. 511 6]11].60
Sintetik bélmani qisa sakilda yazmagla bu adadlarin S| 1]4(1 0
coxhadlinin koku olub-olmadigini yoxlayaq. x = -5 coxhadlinin kekiidiir.

X+ x*—19x+5 =(x+5)(x*—4x + 1) oldugundan
x? —4x + 1 = 0 kvadrat tanliyini hall etsak, digar koklari tapariq: 2 + \3
Demeali, verilan t¢daracali coxhadlinin Gg¢ koki var: -5; 2= \/5; 2+1\3

Diqqat! 9gar ¢coxhadlinin amsallari rasional adadler olarsa, P(x) = 0 tanliyinin ra-
sional koklarini tapmagq Uiglin avvalca tanliyin har iki tarafini els (sifirdan fargli)
adada vurun ki, batlin amsallar tam adada cevrilsin.

Masalan, P(x) = %X3 - %xz— %x+% ¢oxhadlisinin kéklarini tapmaq
R N R 5_ .
Ggln =3 - ?x - ZX+ i 0 va ya onun bitln hadlarini 12-ya vurmagla

alinan 6x3 — 4x? — 21x + 10 = 0 tanliyini hall etmak lazimdir.

Coxhadlinin rasional koklarini axtararkan asagidaki addimlari yerina yetirin.

1. Surati sarbast haddin, maxraci bas amsalin bélani olmagla bitin miimkin
kasrlar coxlugu yazilir.

2. Bu adadlardan goxhadlinin giymatini sifira geviranlari yoxlayib segmakla
¢oxhadlinin kéki olan m adadi, yani ¢coxhadlinin galigsiz bollindlyld x — m
ikihadlisi miayyan edilir.

3. Verilan coxhadlini x — m ikihadlisina sintetik bélmani yerina yetirmakls digar
vurug muayyan edilir.

4. Digar vurug kvadrat G¢hadli va ya mixtasar vurma disturlariils vuruglarina
ayrilan coxhadli olarsa; digar koklari tapilir. Bu mimkiin olmadigda sintetik
bolma qaydasi coxhadlinin bitlin xatti vuruglari tapilana gadar davam et-
dirilir.

5.Yazilmis kasrlar ¢oxlugundaki adadlarin heg biri goxhadlinin sifiri olmaya
bilar. Demsali, bu halda ¢oxhadlinin rasional koki yoxdur.

Masalan, f(x) = x>+ x + 1 ¢coxhadlisinin rasional koki 1 ola bilar. Yoxlayaq:
fl-1)=(-12-1+1=-1#0; f(1)=1+1+1=3=0.

Bu o demakdir ki, f(x) = x*+ x + 1 ¢oxhadlisinin rasional kok{ yoxdur.
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Rasional koklarin tapilmasi

Oyranmea tapsiriglan

9.

|10,

l12.

|13,

Kompleks adadlar haqqginda

—1; 1; —2; 2 adadlarindan hansinin verilmis coxhadlinin koki oldugunu muiay-
yan edin. Sintetik bolmanin kdmayila ¢oxhadlini vuruglarina ayirin va digar
koklari tapin.

a)f(x)=x3+7x2—4x-28 d) f(x) =4x3—5x>—7x + 2
b) f(x) = 6x3—19x? + 15x— 2 e)f(x) =x*+3x3—7x2—27x—18
c)f(x)=2x3+11x2—7x—-6 F)f(x) =x*=7x3+11x% + 7x = 12

Sintetik bélmadan istifada etmakls gdstarin ki, 5 adadi
x4t =4x3—9x% + 16x + 20 = 0 tanliyinin kokudur va bu tanliyi hall edin.

. Rasional koklari tapma qgaydasini tatbigedarak tanliyi hall edin.

a)2x3-5x2-4x+3=0 b)3x¥—4x2-17x+6=0

Bas haddinin amsali a = 2 olan ligdaracali P(x) coxhadlisi liglin
P(=2) = P(1) = P(2) = 0 oldugu malumdur. Coxhadlinin vuruglara ayrils saklini
yazin.

[ fix) ~20+ 3 —8x+ 3

fx) = 2x3 + 3x% — 8x + 3 funksiyasinin grafiki sakilda \ A
gostarildiyi kimidir.

Qrafika gora funksiyanin sifirlarini miayyan edin.
Rasional kokin tapilma gaydasindan va sintetik
bélmadan istifads etmakls da sifirlari tapin, grafika

gora yoxlayin.
-42 0" 2 X

Hagigi adadlar ¢oxlugunda x? = —1 tanliyinin halli yoxdur. Demali, haqiqi
adadlar coxlugunu els genislandirmaliyik ki, yeni coxlugda bu tanliyin kokii
olsun.

Bu magsadls yeni i adadi daxil edilarak, gabul olunmusdur ki, 0o, x*+1=0
tanliyinin kokudur,yeni i + 1 = 0. Buradan isa i*= —1. Bela gabuletmadan
sonra x? + 1 = 0 tanliyinin koklari x1,2 = +i olacaqdir. i adadi xayali vahid
adlanir.

Hagqiqi adadlar coxlugunu ela genislandirak ki, bitin haqiqi adadlar va i
adadi bu g¢oxluga daxil olsun, ham da bu ¢oxlugda toplama, vurma
amallarinin xassalari saxlanilsin. a va b istanilan hagiqi adadlar oldugda yeni
coxluga bi “hasilini” va a + bi “comini” daxil edak.

a + bi saklinda ifadeys kompleks adad deyilir. Burada a va b haqiqi
adadlardir, i isa xayali vahiddir.
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Kompleks adadlari z, w, @ va s. kimi isara edacayik. Masalan, z=a + bi.

a + bi yazilisina kompleks adadin cabri sakli deyilir. z = a + bi kompleks
adadinda a-ya z-in haqiqi hissasi, b-ya isa xayali hissasi deyilir va bela yazilir:
a=Rez b=Iimz a=0olduqda bi saklinda adadlar alinir. Bels adadlara sirf
xayali adadlar deyilir. a=0, b=0oldugda kompleks adad sifra barabar hesab
olunur va tarsine a + bi =0 olarsa,a=0va b =0 olur.

Natica: a + biva c + di kompleks adadlari liglin a + bi = c + di barabarliyi yalniz
vayalniz a = ¢, b = d oldugda dogrudur.

Nimuna. x+ 3i =5+ (x + y)i barabarliyindan x va y-i tapin.
Halli: Haqiqgi va xayali hissalarin barabarliyindan aliriq:

x=5
{3:x+y ,yanix=5,y=-2.

a + bi va ¢ + di kompleks adadlarinin comi (a + ¢) + (b + d)i kompleks
adadina deyilir, yani  (a + bi) + (c+di) = (a + c) + (b + d)i

a + biva ¢ + di kompleks adadlarinin hasiliac — bd + (ad + bc)i kompleks
adadina deyilir, yani (a + bi):(c + di) = ac— bd + (ad + bc)i

Demali, iki kompleks adadi vurmagq tgtin onlariikihadlilarin vurulmasi kimi
vurub, 2 = -1 oldugunu nazara almagq lazimdir.

Numuna. (3+2/)(2=i)=32—-3i+4i=2P=6+i—-2:(-1)=8+i

a — bi adadinaa+ bi adadinin qosmasi deyilir va z = a — bi kimi isara edilir.
Aydindirki, a — bi adadi a + bi adadinin qosmasidirsa, a + bi adadi da a — bi
adadinin qosmasidir. Ona gora da z = a + bi va Z = a — bi adadlarina garsihqgli
gosma kompleksadadlar deyilir. Qarsiligl gosma adadlarin haqiqi hissalari
barabardir, xayali hissalari isa aksdir.
Qarsihgh gosma kompleks adadlarin hasili‘haqgiqi adaddir:
z.7=(a + bi)-(a — bi)= a*> — abi + abi — (bi)? = a* + b>.
Xususi halda hagigi adadin gosmasi 6zlina, xayali adadin gosmasi ise onun
(—1) ils hasilina barabardir.
Har bir z = a + bi kompleks adadinin aksi olan —z kompleks adadi var va
—z = —a — bisHar bir sifirdan fargli z = a + bi kompleks adadinin tarsi var.
1 1 _ a-bi _a=bi __a __ b
z a+bi (a+bi)a-Dbi) a?+b* a*+b? g2+ p?
surat va maxraci
(a — bi)-ya vurulur
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Kompleks adadlar iizarindas amallar

Kompleks adadlarin ¢ixilmasi va béliinmasi asagidaki barabarliklarla tayin ounur:
z-w=2z+(-w)
L.z Lw=o
Kompleks adadlarin nisbatini tapmagq l¢lin surat ve maxraci maxracin gosmasina
vurmag alverislidir.
Nimuna. z1 =3+ 2iva z2 = 2 —i adadlarinin fargini va nisbatini tapin.

Halli:z1—2,=(3+2/)—(2—i)=1+3i

21 342 (3+2i)(2+i) _ 6+3i+4i+27 6+7i-2 4+7i _
2 2-i (2-ip@2+) 4= 5 5
4 7. .
= §+§I=0,8+1,4I

Haqiqi adadlar Uzarinds aparilan hesab amallarinin, hamginin glivvatin
xassalari kompleks adadlar liglin da dogrudur.

Xususi halda xayali vahidin glivvatlarina:baxaq:

P=i*i=—i F=i*it=1 P=iti=i

=i*iPr=-1 7=*PR=— B=itit=1
Gorinduyd kimi, i-nin natural qlvvatlari yalniz i, =1, —i va 1 ola bilir va bunlar
har dérd addimdan bir takrarlanir, yani "+ = (#)m-jk= j* barabarliyi dogrudur.

Niimuna. Hesablayin: a) i*8 b) %
HaIIi: a) i58 = I'4'14+2= i2= =1 b) I‘63 h l‘4-15+3= I'3= —i

istanilan cabri eynilik kompleks adadlar goxlugunda da dogrudur.
Masalan, z ve w koampleks adadlar oldugda da

(zxw)2=22£ 272w + W?
(z+ w)(z—w) =22 — w?va s. eyniliklari dogrudur.

Kompleks adadlar coxlugunda az? + bz + ¢ = 0 (a = 0) kvadrat tanliyinin koklari
haqigi adadlards oldugu kimi eyni disturla hesablanir:

—b +\b? - 4ac
2a

Niimuna. x?+ 4x + 5 = 0 tanliyini hall edin.

Halli:
o AENaT-215 ~4+\N-4 —4+a4P —4+2i
2:1 2 2 2

X1=-2+i X2=-2—i

=24

Asanligla yoxlamagq olar ki, Viyet dusturlari qiivvasinda qalir ve amsallari haqiqi
adadlar olan kvadrat tanliyin kompleks koklari garsiligh gosma adadlar olur.
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Kompleks adadlar iizorinda amallar

Oyranma tapsiriglari

|12.

x va y-in hansi haqigi giymatlarinda barabarlik dogrudur?
a)(x+y)+2i=3—-(x—-y)i b)4+xyi=x+y+3i

Verilmis adadlarin camini, farqini, hasilini va nisbatini tapin.
a)z1=3+2i,22=1+i b)z1=5+2i,22=3+i

x va y-in hansi haqiqi giymatlarinda verilmis adadlar qgarsiligli gosma adadlar
olur?

a)z1=5+xi,z2=y+4i b)zi=(x+y)+i,z22=5—(x—y)i
Tapin.
a) I'12 b) I‘lS C) I'21 d) I'82 e) I'lOl
omallari yerina yetirin.
a)(3+4i)+(4-3)) b) (5 + 4i) — (3 + 2i)
c) (2 +3i)+(3 + 2i) d) (4=i):(4 +i)
e) (i +1)? f) (2 +i)?
g) (L+i)(3-1) h) (2 +i)%(2 =i)?
i) (i+1)% j) (8 + ) (i +1)
Sadalasdirin.
2+ 2—i 1+ 1-i
a) ——+ - b) = .
2—i 2+ 1—-j 1+
Verilmis adadin gosmasini tapin.
a)z=3+4j b)z:% c)z=(2+i)?

a) Hansi adadin kvadrati j~ys barabardir?
b) Qosmasinin kvadratina barabar olan kompleks adadi tapin (z¢ R).

Vuruglara ayirin.
a)ym*+4 b) y>+9 c)ax?+1

Nimuna.a) m?>+4 =m? —4-2= m?—(2i)? = (m —2i)-(m + 2i)

Tonliyi hall edin.

a)x*+4=0 b)x*+3=0 c)x*+16=0
- Tonliklari hall edin.

a)x*—4x+5=0 b)x*—6x+13=0

)X’ +8x+41=0 d)x*-2x+3=0

Koklari 3 + 2i va 3 -2i olan gevrilmis kvadrat tanlik yazin.
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Coabrin asas teoremi

n daracali coxhadlinin butiin kdklarinin tapilmasina aid niimunayas baxaq.

Nimuna. P(x) = x*— 6x3+ 14x%>— 14x + 5 coxhadlisinin butn koklarini tapin.

Halli: Verilan coxhadlinin rasional koklari (varsa) 1, +5 adadlari ola bilar.
Yoxlayaq:

P(1)=14- 613+ 14-12— 14-1+ 5 = 0.

X*— 6x3+14x*—14x+5

Demali, x=1 verilan P(x) ¢oxhadlisinin
1/1 -6 14 -14 5

kokadar. Digar vurugu sintetik bolma ila

.. X 1 -5 9. -5
muayyan edak.
]l -5 4ONSE=5RNN0
P(x) = (x = 1)(x* = 5x* + 9x = 5) X~ 5x2+9x — 5

ifadasinda (x* — 5x% + 9x — 5) vuruguna

yenidan rasional koklar haqqinda teoremi va sintetik bélmani tatbiq etsak,
X =5x2+9x—5= (x—1) - (x*—4x+5); P(x) = (x—1)%(x2—4x + 5) olar.

(x — 1)*(x? — 4x + 5) = 0 tanliyini hall edak:

(x—=1)>=0; x1=x2=1 (2 dofa takrar kok);
X*—4x+5=0;x=2+\V4-5=2+¢j

Koklar: xi1=x2=1, x3=2+i,xa=2—1i

Baxilan nimunada dord daracali goxhadlinin takrarlanan koklar daxil ol-
magla dord koki (haqigi vaya kompleks) oldugunu gordik.

Cabrin asas teoremi (Qauss teoremi)

Teorem. Daracasi sifirdan boyik olan istanilan goxhadlinin kompleks adadlar
coxlugunda an azi bir kéki var.

P(x) = anX"+ asa1 X"~ 1+ .. +@ix + ao daracasisifirdan boyik kompleks amsalli
coxhadlidirsa, cabrin asas teoremina gora onun an azi bir r1 koki var. Vu-
ruglar hagqinda teorema gora P(x) = (x — r1)Qu(x) alariq. Burada Qu(x) coxhadlisi
n—1 daracalidir.n—1=00larsa, Qi(x) = a,; n—1> 0 olarsa, yena hamin teorema
gora Qu(x) goxhadlisinin'an azi bir kokl var va bunu r2 ils isara etsak,

Qu(x) = (x — r2)Qa(x) ayrihisi dogru olar, Qz(x) ise n — 2 daracali goxhadlidir.
Demali, P(x) =(x — ri)(x — r2)Qa(x) ayrilisini yaza bilarik.

Eyni qayda.la n—2 = 0 olarsa, Qz(x) = a»; n—2 > 0 olarsa, hamin teorema gora
Qz(x) coxhadlisinin an azi bir koki var va bunu rsila isars etsak,

Qa(x) = (x — r3)Qs(x) olar, yani
P(x) = (x — r1)(x — r2)(x — r3)Qa(x) yaza bilarik.
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Prosesi n dafs aparsaq, nahayat, Qs(x) = anolar. Onda P(x) ¢oxhadlisinin

P(x)=(x—r)(x—r2)(x—r3) ... (x—ra)an

kimi ayrilisini yaza bilarik, burada ri, r2, . . ., r» adadlari P(x) ¢oxhadlisinin
koklaridir. Bu kdklar mixtalif olmaya bilar.

Natica. n daracali (n = 1) ¢oxhadlinin kompleks adadlar ¢oxlugunda takrar-
lanan koklar da daxil olmagla n sayda koki var.

Qeyd edak ki, a + bi kompleks adadi haqgigi amsalli goxhadlinin kokidirss, onda
gosma kompleks a — bi adadi da bu goxhadlinin kékaddar.

ixtiyari haqigi amsalli coxhadli bas smsallathagigi koklara uygun (x — r) kimi

xatti vuruglarin va gosma kompleks koklara uygun (x* + px + g) kimi kvadrat

Uchadlilarin hasili saklinda gostarila_ bilar.

Buradan bels naticaya galmak olar ki, amsallari hagiqi adadlar olan takdaracali

coxhadlinin haqiqi kokid hamisa var.

Niimuna. Bas haddin amsal 2, koklari 3 v@ 1+ olan an kigik daracali haqiqi

amsalli goxhadlini vuruglara ayrilmis sakilda yazin.

Halli: 1+ j adadi ¢oxhadlinin kdkidirss, onda 1= i gosma kompleks adadi da

¢oxhadlinin kokudir. Onda axtarilan goxhadli
P(x)=2(x=3)(x—1-i)(x—1+1) = 2(x=3)[(x=1)2=?)] =

=2(x—3)(x*—2x + 2) saklinda yazila bilar.

Oyranma tapsiriglari

|L Coxhadlilnin_vuruglara ayriligi verilmisdir. Coxhadlinin kdklarini yazin,
daracasini muayyan edin.

a)P(x)=(x—1)(x—1)(x+2) d) P(x) = (x + 2)3(x— 2)
b) P(x) = (x — 1)3(x —4)? e) P(x) = 3(x—4)3(x—3)}(x—-1)
c) P(x) = (x +2)(x — i)(x + i) f)<P(x) = (x—7)(x + 4)3(x + 8)

|& Verilan koklarina gora coxhadlinin digar kdklarini tapin.
a)P(x) =x3+ 9%+ 24x+16; xi=-1
b)P(x) =x*—-4x>-3x+18;, x1=3

c) P(x) = 2x®3 = 17x* + 38x — 15; X1=%

d) P(x)= x4+ 3x>—4; x1=1,x=-1

|i Tanliyi hall edin.
a)x*+6x2—5x-30=0 c)x*—8x+8=0
b)x*—22x+24=0 d)x*-9x2+20=0
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4.

5.

L10.

Coxhadlilarin koklarini tapin. Hansi grafikin hansi coxhadliya uygun
oldugunu muayyan edin.
f(x) =x3+2x2—x -2 g(x)=x3—-3x+2 h(x) =x3—x?+2

a) y b) A <) %%

Y

1 1 /
j o 1 X o | fO 1 | x=
Tanliyi hall edin.
a)x*—-19%x+30=0 d)2x*—10x* + 12x—-4=0
b)x*-7x-6=0 e)x*—2x3+5x*—8x+4=0
c)2x3-5x2+1=0 f)x*+2x3=2x*+2x—-3=0

Horner sxemini ardicil tatbiq edarak:

a) x = 1 adadinin x3 — 3x + 2 coxhadlisinin;
b) x = =2 adadinin x3 + 3x? — 4 ¢oxhadlisinin
ne¢a dafa takrarlanan koki oldugunu tapin.

X2 + 2x% + ax — 6 = O'tanliyinin bir kokiintin x = -2 oldugunu bilarak a-ni tapin
va tanliyi hall edin.

Goxhadlinin koklariniyazin.
a)P(x)=x3+1 b) P(x) =x4-1 c)P(x)=x-1
a) Koklarindan biri 3 — V2 olan tam smsallihar hansi kvadrat Gghadli yazin.

b) Kéklarindan biri 2 + 3i olan hagiqgi amsalli kvadrat G¢hadlilardan birinin
x? —4x + 13 oldugunu yoxlayin.

c) a va b bandlarindaki tapsiriglarin hallini Gmumilasdirilmis taklifla yazin.

Bas haddinin amsali 1, koklari verilan adadlar olan an kigik daracali haqiqi
amsalli P(x) coxhadlisini vuruglara ayrilmis sakilda yazin, daracasini gostarin.

a) =2 (3 dafa takrar kok) va 1 (2 dafs takrar kok)
b) 1 (2 dafa takrar kok), —i va i c)2va3-i
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Tatbiq tapsiriqlar

Nimuna: Lunaparkdaki siirat karuselinin kabinasinin sifir saviy-
yasindan hindirliyiniin (metrla) dayismasini harakatin ilk 5 saniyasi
arzinds h(t) = 2t3 - 9t? + 3t + 14 funksiyasi ile modellasdirmak olar. £¥
Harakata basladigdan 5 saniya arzinda hansi anlarda karuselin kabi-
nasi sifir saviyyasinda olmusdur?

Halli: h(t)-nin sifira barabar oldugu anlardan basga galan hallarda karuselin
kabinasi sifir saviyyasindan ya yuxarida, ya da asagida olmusdur. Demali, biz
verilan ¢oxhadlinin koéklarini tapmaliyig. Rasional kdklari axtarma gaydasindan
istifads edak.

1. Kéklardan birinin —1 oldugunu yoxlayag.
h(-1) = 2:(-1)* - 9-(-1) 2+ 3-(-1) + 14=-2-9—-3+14=0

2. Koklardan biri =1 oldugundan t +1 verilan ¢oxhad- -1 ‘ 2 -9 3 14
linin vurugudur. Sintetik bolma ils digar vurugu -2 11 -14
miiayyan edak. x h2 -11 14 0

h(t) = 23 - 9t2 + 3t + 14 = (t + 1)(2t2 — 11t +14),
ifadasinda 2t2 — 11t +14 = (t — 2)(2t = 7) oldugunu
nazara alsaq, h(t) = (t + 1)(t — 2)(2t — 7) olar. Demali
h(t) coxhadlisinin koklaritz= -1, t2 = 2, t3= 3,5-dir.

t2 =2, t3=3,5 anlari harakats basladigdan sonraki -
5 saniya arzindadir va bu anlarda karuselin kabinasi \

1 N/ | 5

h(t) = 2= 9 + 3t +14 ‘

U

N
OIg
4

o
¥

sifir  saviyyasinds olmusdur. Qrafkalkulyatorla
qurulmus grafik da g¢oxhadlinin tapilmis kéklarinin /
dogrulugunu gostarir.

m. idman kéynaklari istehsal edan sirkatin manfastini
P(x) = -x® + 4x? + x kimi modellasdirmak olar. Burada
P manfaati (milyon manatla), x isa istehsal olunan
koynaklarin sayini (milyonlarla) ifads edir. Hesabata
gora sirkat 4 milyon koynayin satisindan 4 milyon ma-
nat manfaat alda etmisdir. Sirkat daha az sayda kdynak
istehsal etmakls eyni manfasati alds etmak istasa, kdy-
naklarin sayl na gadar olmalidir?

|1_2. Iki @dadin hasili 2n2 + 7n + 3 ifadasi ila verilmisdir, burada n hagiqi adaddir.
9dadlardan biri n + 3 olarsa, digar adadi gdstaran ifadani yazin.
n =1 oldugda bu adadlar haqqinda hansi fikri séylamak olar?
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Coxhadli funksiyanin grafiki

Coxhadli funksiya standart sakilda f (x) = anx"+ an-1x""" +... + awx+ ao kimi yazilir.
Xususi halda, n = 1 oldugda xatti funksiya (qrafiki diiz xatdir), n = 2 olduqda
kvadrat funksiya (qrafiki paraboladir) alinir.

istanilan goxhadli funksiya biitiin haqgiqi adadlar ¢oxlugunda tayin olunub va
grafiki kasilmaz, girilmayan xatdir.

Argumentin modulca boylk giymatlarinda ¢oxhadli 6zinl bas hadls ifada
olunmus y = anx” funksiyasi kimi aparir. Asagida ¢oxhadlinin grafiklarina aid
nimunalar va onlarin bazi xassalari verilmisdir.

Y = anX" + Qn-1X" "1 +... +@1X+.0o

n takdir n clitdiir

YA x>+ YA

> +00 X—>+00
an>0 f { y—>+0

o

- |

i m/an kigik giymat
x=> —oo | Tevin oblasti: R Tayin oblasti: R
Qiymatlar goxlugu: R

y=> — 0 Qiymatlar ¢oxlugu: [m ; +oo)
A YA
an< 0 X->—0 Y Tayin oblasti: R
Sy Qiymatlar goxlugu:: (—e=; M ]
y—>+0

M an béyiik giymat

(0] >

X 0 X
X=> —00 X=> + 00
Tayin oblasti: R E N y-> -0
Qiymatlar goxlugu: R y=> = y

Niimuna 1. Daracasina va bas haddin amsalina géra arqumentin modulca boyik
giymatlarinda ¢oxhadlinin 6zlini neca aparmasini miayyan edin.

a) f(x) = —2x®*—5x+ 3 b) f(x) =x*+3x3—2x+1

Halli: a) f (x) = —2x® — 5x + 3 ¢oxhadlisinin daracasi 3-dir, takdir. Bas haddin
amsali —2=dir. Cadvaldan da goriindliyl kimi, bu halda x> —e= olduqda,

f(x) >4e0; x> +oo olduqda f(x) > —o= olur.

b) f(x) = x* + 3x3 — 2x + 1 ¢oxhadlisinin daracasi 4-dir, cltdir. Bas haddin amsal
1-dir. Bu halda x> —e= olduqda f(x) = +°<; x= +o° olduqgda f(x) - +e< olur.
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Nimuna 2. Qrafikine gora arqumentin modulca boyik giymatlerinda ¢oxhadli
funksiyanin 6ziinli neca aparmasini, coxhadlinin daracasinin tak va ya cit oldugu-
nu, bas haddin amsalinin isarasini miayyan edin.

a) Ay b) AY
0 X o X
Halli: x—=> —oo olduqda f(x) = +oo Halli: . x—> ~oo olduqgda f(x) = +o°
x—> +o° olduqgda f(x) > —e° X=> +oo olduqgda f(x) = +o°
Coxhadli tak daracalidir. Coxhadli ciit deracalidir.

an< 0. an> 0.

Qeyd edak ki, n takdirsa, coxhadlinin an azi bir. haqiqi sifiri var, n ciit oldugda isa
haqigi sifiri olmaya bilar.

Coxhadlinin sxematik grafikini asagidaki addimlarla qurmagq olar.

1. Qrafikin koordinat oxlari ils kasisma néqtalari tapilir(agar varsa).

Bu ndqgtalar koordinat mistavisinda qeyd edilir.

2. Haqigi sifirlar arasindayerlasan bir nega giymatda funksiyanin giymatlari
hesablanir. Uygun noqgtalar koordinat mistavisinds geyd edilir.

3. Argumentin modulca boyuk giymatlarinda grafikin 6ziini neca apar-masi
miiayyan edilir.

4. 9lda olunan malumatlara asasan sxematik grafik ¢akilir.

Nimuna 3. f(x) = x34 3x%? = 6x — 8 funksiyasinin grafikini qurun.

1. Rasional koklar hagginda teoremdan istifada edarak funksiyanin verildiyi
ifadani vuruglara ayiraraq sifirlarini tapag.

Teorema gora' mumkin rasional kdklar 8-in bolanlari: £1; +2; +4; +8 adadlari
arasinda ola bilar.

1 . _ =(=1)3 12 =-6(—1) =8 =
1-iyoxlayaq: f(-1)=(-1)>+3(-1)>-6(-1)-8=0 X3+ 3x%— 6x—8

Demali, x + Likihadlisi vuruglardan biridir. Sin- 1 3 -6 -8
tetik bolma ila digar vurugu tapaq: -1 -1 -2 8
/|1 2 -8 0

f(x) =23+ 3x>—6x—8 = (x + 1)(x*+ 2x—8) 2+ Ix—8

(x*+ 2x—8) = (x — 2)(x + 4) oldugundan, verilan ¢oxhadli funksiyani xatti
vuruglarin hasili saklinds yazaq: f(x) = (x + 1)(x — 2)(x + 4).
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Buradan sifirlarin —1; 2; —4 oldugu askardir. Yani

grafik x oxunu (-4;0), (—1;0) va (2;0) noqgtalarinda

kasir.

f(0) = =8 oldugundan,qgrafikin y oxu ila kasisma

noqtasi (0;—8) olur. Bu nogtalari koordinat musts-

visinda qgeyd edak.

<\

2. Hesablanmasi sada olan x 1 va x -3

giymatlarinda funksiyanin uygun giymatlarini hesab-

layaq: f(-3)=(-3+1)(-3-2)-(-3+4)=10,

A1) = (1+1)(1-2)(1+4)=-10.

(—=3; 10) (1; —10) noqgtalarini da koordinat mistavisinda geyd edak.

3. x-in giymatlarinin azalmasi va ya artmastila grafikin dayismasini miiayyan
edak. Bas haddin daracasi 3-dir, takdir, smsali isa miisbatdir.
Demali, x>+ oldugda y—>+0, x— =0 olduqda isa y—> —oo olur.

4. Qeyd edilmis noégtalari birlasdirmakls, f(x) = x> + 3x%2 — 6x.— 8 funksiyasinin

grafikini sxematik ¢akak.

Oyranma tapsiriglari

1.

boyiik giymatlarinda 6zlinli neca apardigini miayyan edin.

a) f(x) = 2x3—-5x2 +2x—7
c)f(x)= —xt+2x3+3x+1

Coxhadlinin daracasina va bas haddin amsalina géra arqumentin modulca

b) f(x) =3x*—3x3+2x*+ 4
d)f(x)=—4x>+2x*-3x+1

Qrafikina gbra goxhadlinin daracasinin tak va ya ciit oldugunu, bas haddin

amsalinin isarasini v arqumentin modulca boyiik giymatlarinda funksiyanin

giymatlarinin isarasini miiayyan edin.

v A YA

b)

N

|i Coxhadlinin grafikina gérs miayyan edin:
a) daracasinin tak va ya clt oldugunu;
b)bas haddin amsalinin isarasini;

c) x oxu ila kasisma néqtalarini;

d) funksiyanin isarasinin misbat va ya manfi oldugu |
intervallari.

a)
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Coxhadli funksiya

|i Hansi grafikin hansi funksiyaya uygun oldugunu miayyan edin.

g by LA
- _ 1) fx)=5x3+9x+1
0 x 0 X
2) f(x) = 2x® + 3x* + 3x?
YA y
) / d) T 1 3) f(x) =3x*—x°+Xx
/o\ X 5 > 4) f(x)==4x>+3x-1
|5.  Funksiyanin grafikini sxematik tasvir, edin.
a)f(x)=x*-3x>—x+3 b) f(x) = —x* + 4x3 — 4x?

Sirkat olctlari 34 sm x12,5 sm olan‘dizbucaqgh
kartonlardan tarafi x sm olan kvadratlar kasilib
cixarilmagla qutu istehsal etmayi planlasdirir.
a) Qutunun hacminin x-dan asiliigini gostaran Xﬂ

coxhadli funksiyani yazin.

b) Funksiyanin grafikini sxematik qurun.

c) x-in hansi tam_giymatinda qutunun hacmi
324 sm? olar?

f(x) = (x — 1)*(x + 2) funksiyasinin grafiki sakilds ve-
rilmisdir. Funksiyanin grafiki clt sayda takrarlanan
sifirlarda x oxuna_toxunub donir. Bu fakti nazara
alaraq asagidakigrafiklara uygun goxhadlinin an azi
neg¢a daracalioldugunu muayyan edin.

el

Funksiyanin grafikinin koordinat oxlari ils kasisma ndqtalarini tapin. Segdi
har hansi iki funksiyanin grafikini sxematik tasvir edin.

fO)=2(x—-1)2(x+1)  flx)=-3(x+3)x+1)? flx)=(x—2)*(x+5)

fix)=x=2x*+x fX)=x+2x*=x-2 flx)=x*-3x>—6x+8
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Rasional funksiya

iki coxhadlinin nisbati saklinds gdstarilan funksiyaya rasional funksiya

deyilir: f(x): P(X) - AmX™ + Am—1X" "2 +... + Q1 + 0o : am;'fo, bn#0

Q(x) bnX"+ bn-1X" "1 +... + bix+ bo

Rasional funksiyaya an sada niimiina y = %funksiyamdlr.

y= % funksiyasinin grafiki hiperbola YA y 1}
adlanir. x-in giymatlari sifira yaxinlas- @>0 J y= XL,k< 0
digca hiperbola (izarindaki négtalar =

o] X 6]
ordinat oxuna, yani x = 0 diiz xatting, j /
x-in giymatlari mitlaq giymatca son-

suz boyladikcs isa hiperbola Gzarindaki noéqtalar absis oxuna, yani

<Y

y = 0 diiz xattina sonsuz yaxinlasir<x = 0 diiz xatti y = % hiperbolasinin saquli

asimptotu, y = 0 diiz xatti iss onun lifligi asimptotu adlanir.

y=§ hiperbolasini {m; n) vektoru ils paralel ké¢iirdiikds YA .

fix) =———+n funksiyasinin grafiki@linir. Bu halda ko- h V= x=m*t "
ordinat baglangici (m; n) nogtasina gevrilir va alinmis = * _
hiperbolanin saquli asimptotu x = m diz xatti, Uflqi ° ‘X:m x

asimptotu isa y = n diiz xatti olur.
2x—1

Nimuna 1. y= funksiyasinin grafikini qurun.

Halli:
x=0 oIduqda y=1 oldugundan grafik y oxunu (O 1) noqtasinda kasir.

Kasrin suratini maxracina bolmakls funksiyani y =2+ xi 1 soklinda yazaq.

x =1 dlz xatti bu funksiyanin saquli asimptotu, y = 2 diiz xatti isa Uflqgi asimpto-

tudur. Saquli asimptotdan sagda va solda bir nega v A
nogtads funksiyanin uygun giymatlari cadvalini 4
tartib edak. 3

x |[-1] 0 |0615]| 2 3 °

’ 7 \\

y |15 1 0 4 3 |25 . Coh

: e -2 -1 0
Koordinatlari cadvalda verilmis uygun cutlar olan 14

nogtalari koordinat mistavisinda geyd edib, saquli x=1
v uftgi asimptotlar nazara almagqla koordinat e po/anin budaglarinn (1:2)
oxlarini C(0;1) va D(%; 0) nogtalarinda kasan hiper-  ndqtasina nazaran simmetrik

. Idug diggat edin!
bola budaglarini tasvir edak. olauguna diqqatedin
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Umumi halda rasional funksiyanin grafikini qurmagq ticiin onun koordinat oxlari
ila kasisma noqtalari (agar varsa) va asimptotlari miayyan edilmalidir.
Funksiyanin verildiyi ifade x=a noqtasinds maxraci sifira gevrilan, surati isa
sifirdan fargli kasr saklinda olarsa, rasional funksiyanin saquli asimptotu var.
f rasional funksiyasinin Gflqi asimptotu P(x) va Q(x) ¢oxhadlilarinin m va'n
daracalarinin giymatlarindan asili olarag miayyan edilir.

m < nolarsa, y = 0 diiz xatti grafikin Ufligi asimptotudur.

m=nolarsa, y =% diiz xatti grafikin Gflqi asimptotudur.

m>n oIarsa,nqraﬁkin ufligi asimptotu yoxdur.

m =n + 1, yani sratdaki coxhadlinin daracasi maxracdaki coxhadlinin
daracasindan 1 vahid boylk oldugda, coxhadlilarin béliinmasindan alinan
gismat y = ax + b saklinda xatti funksiya olur va x-in modulca boylk
giymatlarinda funksiyanin grafiki bu diiz xatts sonsuz yaxinlasir. Bu halda

deyirlar ki, y = ax + b dliz xatti rasional funksiyanin maili asimptotudur.
2

X
Nimuna2. Y=~ —7 funksiyasinin asimptotlarini tapin va grafikini sxematik

tasvir edin

x2

Halli: __ 4. 0 tanliyindan grafikin'x oxu ila (—2;0), (2;0) kasisma néqtalari
tapilir. ~ x =0 oldugda y = 4 oldugundan grafik y oxunu (0; 4) ndégtasinda kasir.
x = 1 oldugda maxrac sifira gevrilir, stirat isa sifirdan fargli olur. Demali, x =1
diiz xatti funksiyanin saquli.asimptotudur. Verilmis funksiyanin ifligi asimptotu
yoxdur (m > n).

Sirati maxraca bdlmakls verilmis funksiyani y = x + 1—

kimi yazaq:
X_

x-in modulea boytk giymatlarinda kasri modulca kigildiyindan

X —
verilmis funksiyanin grafiki y =x + 1 diz xattina sonsuz yaxinlasir, yani
y = x + 1 dlz xatti verilmis funksiyanin maili

asimptotudur. Saquli asimptotdan sagda va solda

bir ne¢a nogtada funksiyanin uygun giymatlari y
cadvalini tartib edak.

x |-3 |-=2 (-1 |0 |15 2 3

y |-1,25( O 15|14 35| 0 2,5

Koordinatlari cadvalda verilmis uygun citlar olan
nogtalari koordinat mistavisinda geyd edib, saquli
va maili asimptotlari nazara almagla funksiyanin
grafikini sxematik ¢akak.
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Oyranma tapsiniglari:

2
|L Y= hiperbolasini paralel kdgirmakla verilmis funksiyanin grafikini qurun.

2 2 2
ay=yo1 bly=5ry  Ody=2 -1 dy=2+1

|& Verilmis funksiyanin asimptotlarini tapin va grafikini qurun.

_x=3 _ 2x-3 _ 2x+1 _ 3x+2
a)y_x—z b)y_—x—l === d)y= =

<)y X x+1

|i Verilmis rasional funksiyanin asimptotlarnini tapin.

X2 2x X+1 2X%+x+2
Ay=27 Ply=o7 et o deTa

|i Funksiyalar va grafiklar verilmisdir. Hansi grafikin hansi funksiyaya uygun
oldugunu miayyan edin.

a) b) c)
Y, Y
-10 y 7 34
1) y=—" < 3 /
) y X2_9 \_f’/ ;
_X-10 2 )
2) y_ X2+3 0\/ 4 X 0] X 1 O
X3 5
= /
3y x*-4 4

|i Funksiyanin asimptotlarini tapin, giymatlar cadvalini tartib edin va grafikini

sxematik tasvir edin.
XZ XZ X2—3X

x*—4 b)y = x*+1 =

a)y=

X—2

|i ideal Qaz Qanununa gora P tazyiqi, V hacmi, T tem-
peraturuna malik ideal gaz ticlin PV = nRT tanliyi ila
ifade olunan miinasibat dogrudur, burada n gazin
mollar sayi, Risa universal sabitdir.
a) T-ni sabit gabul edarak P-nin V-dan asililiq grafi-
kini qurun.
b) Qrafikin asimptotlari hansi xatlardir?
c) T sabit oldugda gazin hacmi sonsuz boyldikca

onun tazyiginin dayismasi hagginda na demak olar?
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Umumilasdirici tapsiriqlar

1.

2.
3.

7.
8.

9.

|10.

x> + mx* + nx + 2 coxhadlisini x + 3 ikihadlisina boéldikds galig -1,
x — 2 ikihadlisina boéldiikds qgalig 4 olur. m va n parametrlarinin giymatlarini
tapin.

Verilan sintetik bélma sxemina géra 31 2 -9 18

bolinani, bolani, gismati va galigl yazin. =3 1> -1%
1 -5 6 0

Bolma amalini budaqgli bélma ils yerina yetirin.

a) (P +2x*-x-2): (x+1) d (x*-3x2-7x+6):(x-2)

b) (x*+3x2-4):(x+2) e) (X¥®+2x2-x+5):(x2-x+1)

c)(x®*-2x>-5x+6):(x-3) f) (73 +x2+x) :(x2+1)

Sakilda f(x) = x3 + 3x2 — x - 3 funksiyasinin v

grafiki tasvir edilmisdir. T /

a) f(x) : (x—m) bdlma amalinda gahq —15-dir. 0 >

m-in giymatini tapin. 4 /-2 LA 2.

b) Qrafikdan istifads etmakla / £

(+3x2-x-3):(x+3)va 2

(x®+3x?-x-3):(x+1) bolma amalindan alinan 4

galiglari miiayyan edin.

Verilan ikihadlinin ¢oxhadlinin vurugu oldugunu géstarin.

glx)=x3-x2-20x; x+4 fix)=x*-6x3-8x+48; x-6

h(x)=x3- x*-24x~36; x+ 2 S(x)=x*+4x3-64x - 256; x+4

rix)=x*-37x+84; x+17 tx)=x>*-5x*-9x+45; x-5

Bolma amallarini sintetik bolma gaydasi ils yerina yetirin.

a) (3x+ 7x—20) : (x+5) d) (53 —6x2 + 3x + 11) :(x — 2)

b) (52 =12x—8) :(x + 3) e)(6x°=2x3+4x>—3x+1): (x—2)

c)(4x®=3x>+3x-1): (x=1) f)(x>+4x*—3x2+2x+3): (x=3)

Coxhadlinin/verilan kokina gora digar kdklarini miayyan edin.

a)fix)=-x*+x2+3x+ 1;x=-1 b) f(x) =x>*—9x +10; x=2
Tanliyi hall edin.

a) (4x*-16) (x*-3x—-10)=0 d) 16x° = 54x3

b) (4x? - 81)(x*—9)=0 e) 2x3 +5x% = 8x +20

c) x*-2x2-23x+60=0 f) 6x°—18x* + 12x3=36x2

Coxhadlini vuruglarina ayirin.
a) P(x) =x3+4x? +5x + 2 b) P(x) =x*—13x%>+ 36

a) f(x) =3x—x3; b) f(x) = % funksiyasinin grafikini sxematik tasvir edin.

32



oo

Fozada vektorlar

1y

" e Fazada diizbucaqgli koordinat sistemi
e Fazada vektorlar
* iki vektorun skalyar hasili
e Dz xattin imumi tanliyi
e Miustavinin tanliyi
e Mustavilarin qarsiligh vaziyyatlari
e Sferanin tanliyi
e Fazada va mistavida gevrilmalar

—_—

Riyazi liigat |
v’ diizbucagli koordinat sistemi ¥ vahid vektor
v’ koordinat miistavilari v yer vektoru (radius-vektor)
v fazada néqtanin koordinatlari v kollinear vektorlar )
v oktantlar ¥ komplanar vektorlar
v’ vektor v diiz xattin imumi tanliyi
v’ vektorun komponentlari v mistavinin tanliyi
v" vektorun uzunlugu v sferanin tanliyi

v ort vektorlar

Bunlari bilmak maraghidir!

Dekart va Fermat analitik-handasanin asaslarini goymus
boyik alimlardir. Dekart 6z naticalarini ilk-olarag nasr
etdirmisdir. Fermatin naticalari iss onun 8limindan ¢ox
sonralar isiq iz gdrmusdur.
Maraqlidir ki, onlar eyni naticalara
tam fargli yanasmalarla galmislar. : 7/
Dekart 6z tadgigatlarina verilan ] /2 I
ayrinin tanliyini axtarmagdan, B F;°yer de Fermat
Fermat isa verilan tanliys uygun ayrini (1607-1665)
axtarmaqgdan baslamisdir. Cabri qaydalarin
handasays tatbigi analitik handasanin yaranmasina
Rene Dekart  gatirmisdir. Sonralar analitik handasini takmillasdiran, riyazi
(1596-1650)  analizin yaradicisi isaak Nyuton yazirdi: “Man Dekartdan
daha irali geda bildim, T
¢lnki manim arxamda onun
kimi nahang dayanmisd”.




Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Tutaq ki, top otagda dosemaya dayarak saquli yuxari
galxir. Topun dosamaya daydiyi yeri otagin enina va
uzunluguna gora iki giymatls (koordinatlar ctt ila)
muayyan eds bilarik. Lakin top yuxari, fazaya
galxmisdir va onun yerini artiq iki koordinat tayin eda
bilmaz. Dosamadaki yeri (4;3) kimi miayyan
olunmussa va 2,5 m hindirliys galxmissa, topun
fozadaki vaziyyati (4; 3; 2,5) kimi ¢ koordinatla muay-
yan edilir.

Fazada diizbucaqli koordinat sistemi. Fazada ixtiyari O nogtasi.gotlirak vabu
noqgtadan clit-cit perpendikulyar lg¢ diz xatt kecirak.©O nogtasini koordinat
baslangici gabul edib, diz xatler Gizarinda musbat istigamat va uzunluqg vahidi
secmakla onlari Ox, Oy, Oz koordinat oxlari adlandiraq. O koordinat baslangici
har bir koordinat oxunu iki (miisbat vasmanfi) yarimoxa béliir. Ug koordinat oxu
clt-cut kasisarak koordinat mistavilarini yaradir. Oxy mustavisi Ufliqi gotaralir,
Oz oxu isa musbat istigamati yuxari yonalmakla saquli ¢akilir. Bu gayda ila
yaradilan lg¢olgill koordinat sistemi sag al sistemi ds adlandirilir. Sag slinizin bar-
mag/larini x oxunun musbat istigamatindan y oxunun musbat istigamatina dogru
olmagla biiksaniz, bas barmaginiz z oxunun musbat istiqgamatinda yonalacak.

z ‘A

s,
Sy

<
1

0

'

'

'

1
(o] N
=

N--=f---

¢ O koordinat baslangici
e Ox, Oy, Oz koordinat oxlari
e Oxy, Oyz, Ozx koordinat mistavilari adlanir.

Koordinat mustavilari xy, yz, zx kimi da isara edilir.

Har bir koordinat mistavisi fazani iki yarimfazaya
ayirir va'belalikls Gg¢ koordinat mistavisi birlikda
fazani har biri oktant adlanan sakkiz hissaya ayirir:
1.0xyz, 2.0x'yz; 3.0x'y'z; 4.0xy'z;
5.0xyz'; 6.0x'yz'; 7.0x'y'z'; 8. Oxy'z'
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Tutaq ki, P fazada har hansi ndgtadir. P n6g- ﬂ
tasindan Oyz, Ozx va Oxy mustavilarina para-
lel va koordinat oxlarini uygun olaraq A, B va C —E
C nogtalarinda kasan mistavilar kegirak. F Y. |P
ADPF || Oyz ;
BEPD || Oxz * °
CFPE || Oxy O =y
A D

Fazada noqtanin koordinatlari.

1) P néqgtasindan kegan va Oyz mistavisina paralel olan.miistavi x oxunu
(x0;0;0) nogtasinda kasir.

2) P noéqtasindan kegan va Oxz miistavisina paralel olan mustavi y oxunu
(0;y0;0) négtasinds kasir.

3) P noqtasindan kegan va Oxy mistavisina paralel olan miistavi z oxunu
(0;0; z0) nogtasinda kasir.

Fazanin har bir P nogtasina nizamli (xo; yo; 2o0) Uicllyl uygundur va tarsina:

P & (xo; yo; 20).
(xo; yo; 20) nizamli Gglliyl dizbucaql (Oxyz) koordinat sisteminda P ndgtasinin
koordinatlari, yaxud Dekart koordinatlari adlanir.
P néqtasindan yz, zx va xy mistavilarina gadar masafalar uygun olaraq onun
Xo, Yo, Zo koordinatlarinin miitlaq giymatlarina barabardir.
Xo; Yo; zo @dadlarinaP nogtasinin, uygun olaraq absisi, ordinati, applikati de-
yilir va noqts koordinatlarrila P(xo; yo; zo) kimi yazilr.

1) Koordinat baslangici: O (0; 0; 0).

2) Ox oxu lizarinda yerlasan noqgta: (x; 0; 0)
Oy oxu Uzarinda yerlasan néqta: (0; y; 0)
Oz oxu Uzarinda yerlasan noqta: (0;.0; z).

3) Oxy koordinat‘mistavisinda yerlasan néqta:(x; y; 0)
Oyz koordinat mustavisinda yerlasan noqgta: (0; y; 2)
Oxz koordinat mistavisinda yerlasan noqta: (x; 0; z).

Fozada (2; 6; 3) nogtasi 1-ci oktantda, (0; 0;,—6) noqtasi z-in manfi yarimoxu
Gzarinds, (2; 3; 0) noqtasi xy mistavisi Uzarinda, (—1;—-3;4) noqtasi isa Ill oktantda
yerlasir.

z z z (-1,-3;4) z
’ 1’ e 4
Y 7 e ' e R
> 2;6;3) I s .
! / ‘1
e , 3 R
[0} 6y 0 y 2 0 - v 3 0 "
2 - >42;3,0)
X X % %
1(0;0,-6)
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Noqtanin koordinatlarinin isarasi. Nogtanin koordinatlarinin isarasi onun hansi
oktantda yerlasmasindan asilidir. Asagidaki cadvalda oktantlarda noéqgtanin
koordinatlarinin isaralari verilmisdir.

Oktantlar I Il Il \Y V VI VI VI
OXYZ |OX'YZ |OX'Y'Z |OXY'Z |OXYZ' |OX'YZ' |OX'Y'Z' |OXY'Z'
X + - - + + - - +
y + + - - + + - -
z + + + + - - - -

Birinci oktantda bitiin koordinatlarin isarasi miisbat, yeddinci oktantda isa
manfidir.

Niimuna 1: a) P (2; 4; 3); b) Q (-2; —2; 3) noqtasini diizbucaqgll koordinat siste-
minda qurun.

Halli: a) P (2; 4; 3) ndgtasini qurmagq tgln koor- 7
dinat baslangicindan x oxunun musbat istigama-
tinda iki vahid masafada A (2; 0; 0) noqgtasini
geyd edak. A néqgtasindan y oxuna paralel diiz
xatt Uzarindea muisbat istigamatda 4 vahid
masafada B (2; 4; 0) néqgtasini, B noqtasindan z
oxuna paralel diiz xatt lGzarinda musbat istiga- X
matda 3 vahid masafada P (2; 4; 3) noqtesini
geyd edak.

A (2;0;0) B (2;4;0)

b) Q (—2; —2; 3) négtasini qurmaq l¢lin koordi-
nat baslangicindan x oxunun manfi istiga-
matinda’ iki vahid masafsda A (-2; 0; 0)
noqtasini geyd edak. A négtasindan y oxuna
paralel diiz xatt izerinda manfi istigamatds 2 B( -2 -2; o) _,,A( 2.0, o)
vahid masafada B (—2; —2; 0) noqtasini, B ndg-
tesindan z oxuna paralel/diiz xatt Gzarinda
musbat istigamatda 3 vahid masafadas

Q (—2; —2; 3) noqtasini geyd edak. x

N

Q2 23)

1

z

Niumuna 2: P (3; 4; 5) nogtasindan koordinat oxlarina perpendikulyarlar
¢okilmisdir.Perpendikulyarlarin uygun A, B va C oturacaglarinin koordinatlarini
yazin.

Halli: P noqtasindan x oxuna ¢akilmis perpendikulyarin oturacaginin y va z
koordinati sifirdir. Demsali, A ndqtasinin koordinatlari (3; 0; 0) olacaq. Oxsar

yanasma ila digar noqtalarin koordinatlari tapilir: B(0;4;0) va C(0;0;5).
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Niumuna 3. P (3; 4; 5) noqtasindan Oxy, Oxz va Oyz miistavilarina perpendikul-
yarlar ¢akilmisdir. Perpendikulyarlarin uygun M, N va L oturacaglarinin
koordinatlarini yazin.

z
Halli: P nogtasindan Oxy mdustavisina c¢akilmis A
perpendikulyarin oturacaginin z koordinati sifirdir. i L
Demali, M néqtasinin koordinatlari (3; 4; 0) olacaq. NE- ----;5(3_4.5)
Oxsar olaraq digar nogtalarin koordinatlari tapilir: Eo " >,
L(0;4;5) va N(3;0;5) G fvl

Oyranma tapsiriglari

1.
2.

Ugolgiilii koordinat sisteminda (1; 1; 0);(2; 3;-1) va/(-1; 2; 3) néqtalsrini
qurun.

1) Fazada:

a) Oy oxu Uzarinda yerlagan négtanin koordinatlarini misyyan edin.

b) Oxy mustavisi lzarinda yerlasan nogtanin koordinatlarini miayyan edin.
2) P(-2;3;1) noqgtasindan koordinat mustavilarina va koordinat oxlarina
¢okilmis perpendikulyarlarin oturacaginin koordinatlarini tapin.

Verilan néqtalarin har birinin hansi oktantda yerlasdiyini yazin.
a)(1;2;5) b)(4-2;5) c)(6;-2;-3) d)(45;-1)
e)(-4,7;2) A)(8;-1,8) 8)(=3;4,-9) h)(-6;-2;-1)

MListafa va dostlari alpinistlarla birlikda Daniz sav. ,+ Simal
daga qalxirlar. Onlar 3 km sarga, 2 km hiindiirliik
simala gedib 4 km yuksakliya galxmagqla al

nazarda tutduglari mantagaya ¢atmagi
" 1Diisarga Sarq
planlasdirirlar. Mustafagilin gatacaglari !
mantagani verilmis koordinat sisteminda
¢cokib gostarin.

Canub

Qeyd edilmis nogtalarin koordinatlarini yazin. Daftarinizds koordinat sistemi
¢okarak, bu négtalari siz da qurun.
, A; A;

a) b) T o T
T T C

<Y
<Y

<Y -

>
o

)/Xé T x 7T




Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Fazada iki noqta arasindaki masafa. P (xi1, y1, z1) va Q (x2; y2; z2) ndqtalari ara-

sindaki masafa PQ = \(x2 - x1)2 + (y2 - y1)2 + (22 - z1)? dUsturu il hesablanur.

isbati: Tutaq ki, diagonali PQ olan PMSNRLKQ paralelepipedinin MP, PL va KQ
tillari, uygun olaraq, Ox, Oy, Oz koordinat oxlarina para- B

leldir. PKQ diizbucagl igbucagindan (£PKQ diiz bucag- N R
dir) PQ? = PK? +KQ?; S
PKL diizbucaqgl Gicbucagindan (£PLK diiz bucaqdir).
PK2 = KL? + PL?= MP? + PL?; KL= MP

Onda PQ?=MP?+PL2 + KQ?

Z1

<Y

22

Burada MP = |x2 = x1|, PL=|y2-y1| va KQ'= |22 = z1| ’{‘ """""""" yors >

oldugunu nazars alsagq,

PQ=V(x2 - x1)2 + (y2 - y1)2+ (22 = z1)? olar.

Koordinat baslangicindan masafa. #aza. koordinat

sisteminda har hansi P(x; y; z) ndqtasinin O (0;0;0) koor- AN - p (X:ly; 2)

R

dinat baslangicindan masafasi

OP=VNx*+y*+22

disturu ila hesablanir. X

’
’
.

P" (x; y; 0)

Niimuna 1. Bir diz xatt Uzarinda yerlasan noéqtalara kollinear noqtalar deyilir.
iki néqte arasindaki masafa diisturundan istifads etmakla P (2; 4; 6),

Q (—2;—2;-2) va R (6;10;14) noqtalarinin kollinear oldugunu gostarin.

Halli: PQ = V(F2=2)2 + (=2 — 4)2 + (-2 —6)? =16 + 36 + 64 = 116 = 2129,
PR=(6<2) + (10 — 4)2 + (24 —6)2 = V16 + 36 + 64 = 116 = 229,

QR = V(6 +2)2 + (10+ 2)2 + (14 +2)> =164+ 144 + 256 = 464 = 4\29.

QR = QP+ PR oldugundan, P, Q va R ndqtalari bir (3 ; I§
diiz xatt Gzarindadir, yani kollineardir.

Nimuna 2. A (3; 2; 2) va B (5; 5; 4) nogtalarindan eyni masafada olan va absis
oxu Uzarinda yerlasan négtanin koordinatlarini tapin.

Halli: Absis oxu Uzarinda olan néqta P (x;0;0) kimidir. P noqgtasi A va B
noqtalarindan’ eyni masafads oldugundan PA = PB va ya PA?2 = PB? olmalidr.
iki ndqte arasindaki masafas diisturuna gors alariq:

(x—3)2+(0-2)2+(0—-2)2=(x—5)?+(0—-5)2+(0—4)?
Buradan 4x=25+25+16-17 vayax=12,25.

Demali, verilmis A va B négtalarindan eyni masafada olan va absis oxu lizarinda
yerlasan noqgta P (12,25; 0; 0) olur.
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Parcani miiayyan nisbatda bolan noqtanin koordinatlari.
P (x1; y1; z1) va Q (x2; y2; 22) noqtalarini birlasdiran pargani
PR : RQ= m : n nisbatinda bolan R ndgtasinin koordinatlari

mxa+ Nx1 . Myt nys . Mz nzi

R( ; ; ) kimi tapilir.
m+n m+n m+n
isbati: PQ_pargasini verilan nisbatda bélan néqta R(x; y; 2) 7

olsun. P, R va Q nogtalarindan xy mistavisina PL, RN va QM
perpendikulyarlarini, L, N, M nogtalarindan isa Ox oxuna LA,
NC va MB perpendikulyarlarini ¢gakak.

Sokla asasan, AC=0C-0OA=x-xi1va BC=0B-0C=x2=x -
oldugundan, miitanasib parcalar haqqindaki teorema gére sy . .o __ 3
ahriq: X

AC LN PR m :
= = Oxsar qayda ila Oy va Oz oxlarina per-

BC NM ~ RQ n
pendikulyarlar ¢akmakls y va z ko-

X — X1 m

Xi—-x —n ordinatlari miiayyan edilir.
nXx-nxi=mx;—mx L mya+ ny: .mz2+nz
(m + n)x=mxz + nx1 m+n m+n

mxz + nxu
X=""m+n

Parganin orta noqtasinin koordinatlari. P (xi; y1; z1) vo Q (x2; y2; 22) ndqg-

Xit X2 yitys 21+t Zp )

talarini birlasdiran parcanin orta nogtasi M( > T T olur.

Ucbucagin agirliq markazinin koordinatlari.

Tapalari M (x1, y1,21), N (x2; y2; 22) va.L (x3; y3; z3) nogtalarinda olan lgbucagin
agirliq markazinin (medianlarinin kasisma néqtasinin) koordinatlarini

X1t Xo+ X3 | yat Vot Y3 Zit 22+ Z3
3 ! 3 4 3

) kimi tapmagq olar (6zlinliz yoxlayin).

Niimuna 3. A (- 2;0; 6) va B (10; —6; —12) noqtalari verilmisdir. AB pargasini
AP : PB =5 : 1 nisbatinda bolan P néqtasinin koordinatlarini tapin.

Halli: Tutaq ki, P ndqtasinin koordinatlari P(x;y;z) kimidir. Bu ndqta AB pargasini
5:1 nisbatinda bolir. Pargani verilan nisbatds bélan néqtanin koordinatlari diis-
turuna.asassn

510+1 (=2) 5(=6)+10  5(-12)+1 6

5+1 5+1 sv1 -

=P(8; -5; —9) olur.

Px;y;2) = P(
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

Nuimuna 4: Agirhg markazi koordinat baslangicinda yerlasan li¢cbucagin iki tapa
noqtasi verilmisdir: (3; =5; 7) va (-1; 7; —6) . Bu Ug¢bucagin Gglinci taps
ndqtasinin koordinatlarini tapin.

Halli: Agirhg markazi koordinat baslangicinda yerlasdiyindan:

Xt Xo+ X3 Vit Yot ys  Zat 2o+ 73

O(——F3—i——3 8 )=
_ 3-1+x3 —5+7+ys T7-6+ 123 ) .
=0 3 ; 3 ; 3 ) =0 (0; 0; 0)
Buradan 3-1+xs -0 -5+7+ y3 o 7-6+ z3 )
3 ’ 3 ’ 3
X3=—2 y3==2 73= =1

Demali, Gg¢bucagin Gglincl tapa noqtasi (—2; —2;-1) olur.

Oyranmea tapsiriglari

Nogtalar arasindaki masafani tapin.

a) A(5;4;0) va B(7;8;4) b) M(7;6;-3) va N(-1;-3;9)
Gostarin ki, verilan ¢ ndqts kollineardir.

a)(-3;2;4),(-1;5;9),(1; 8; 14) b) (5; 4;2), (6;,2; -1), (8;=2;-7)

Gostarin ki, (0; 7; 10), (-1; 6; 6) va (= 4; 9; 6) noqtalari barabaryanl
diizbucaqgli Gigbucagin.tapa noqtalaridir.

A(2; 1; 3) ndqtasindan V17 vahid masafadas olan va ordinat oxu tizarinda
yerlasan néqtanin koordinatlarini tapin.

. a-nin hansi giymatlarinda (5; -1; 7) va (a; 5; 1) noqgtalari arasindaki masafa

9 vahid olar?

P (3; =1; 2) nogtasindan: 1) koordinat mistavilarina; 2) koordinat oxlarina;
3) koordinat baslangicina gadar masafalari tapin.

. Nogtalarin yerina uygun malumati yazmagqgla ciimlalari tamamlayin.

1) P (3; 5; 6) nogtasindan Oxy mistavisina gadar masafa .......... vahiddir.

2) M (3; 4; 2) néqtasindan Oz oxuna gadar masafs ......... vahiddir.

. A(-1;1;0),B(1;0;-1) va C(0; —1; 0) ndgtalarindan eyni masafada olan va

yz mistavisi Uizarinda yerlasan ndgtanin koordinatlarini miayyan edin.

. A, B va Cnoqgtalarinin Ggbucagin tapalari olub-olmadigini miayyan edin.

a) A(4; -2; 0), B(6; -5; 6), C(0; -7; 9)
b) A(3;2; -2), B(5; 6; 2), C(1;-2;-6)
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Fazada diizbucaqli koordinat sistemi

|1_5. M (1; -2; 3) nogtasi bir ucu A(3; 1; —1) olan AB pargasinin orta néqtasidir.
B n6qtasinin koordinatlarini tapin.

|£5. Taraflarinin orta nogtalari (3; 2; 3), (1;1;5) va (0;3;4) olan Ug¢bucagin tapa
noqtalarinin koordinatlarini tapin.

|1_7. Tapa noqtaleri A(17;—2; -1), B(1;-2;11) va C(1;16;-1) olan ligbucagin
BM medianinin uzunlugunu tapin.

|1_8. P(2;—4;3)veQ(-4;5;—-6) noqtalari verilir. PQ pargasini 2:1 nisbatinda
bolan noqgtanin koordinatlarini tapin (iki hala baxin).

[19. A(3;2;-4), B(5;4;-6), C(9; 8; - 10) kallinear ndqtalardir.
B noqtasi AC pargasini hansi nisbatda bolir?

@. Tapa noqtalari (9;6;9); (3;3;15); (0;9;12) olan Ggbucaglarin medianlarinin
kasisma ndqtasinin koordinatlarini tapin.

|2_1. AB pargasi Uzlari koordinat mistavilarina paralel olan paralelepipedin
diagonalidir. Har bir band lgin:
a) uygun handasi tasviri ¢akin;
b) paralelepipedin galan 6 tapasinin koordinatlarini tapin;
c) AB diagonalinin uzunlugunu tapin.

1. A(0; 0;0);B(7; 2;3) 3. A(-1;1;2); B(2;3;5)
2. A(1;1;1); B(3;4;2) 4. A(2;-1;-9); B(4; 0; )

|22. isbat edin ki:
a) A(0; 4; 1), B(2; 3; -1)., C( 4;5,0) va D(2;6;2) noqtalari kvadratin tapa
nogtalaridir.
b) (5;-1; 1), (7;=4; 7), (1;—6; 10) va (-1; —3; 4) noqgtalari rombun tapa
nogtalaridir.

|2_3. A (9; 6; 0), B(15;9;6), C(21; —3; — 8) Gicbucagin tapa noqtalaridir.
ZBAC-nin tanbadlani BC tarafini D noqgtasinda kasir.
D noqtasinin koordinatlarini tapin.

|£I. a) Otagin garsi kiinclarindan birini koordinat baslangicinda, digarini isa bu
kiincdan 4 m simala, 3 m sarga, 3,5 m saquli istigamatda yuxari olmagla
tasvirini ¢akin.
b) Qarsi kiinclari birlasdiran diagonalin uzunlugunu tapin.
c) Otagin modelini gostaran paralelepipedin 8 tapa ndqtasinin koordinatlarini
yazin.
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Fazada vektorlar

Toakca qiymati ila deyil, ham da istigamati ilo mlayyan edilan kamiyyatlara vek-
torial kemiyyatlar va ya vektor deyilir. Vektor istigamatloanmis diiz xatt parcasi
ila tasvir edilir. Vektoru gostaran parcanin uzunluguna vektorun uzunlugu va ya
modulu deyilir.

Vektor bir ol¢llu, ikiolgtli, Ggolclli koordinat sisteminda tasvir edila bilar.

— —

RS PQ R
S ORP Q X
Birolculu

S

ikidlgtlu Ucslcili
Baslangic noqtasi ile son ndqtasi Ust-Usta diisan vektora sifir vektor deyilir.
Sifir vektorun istigamati qeyri-muayyandir.

istanilan néqtanin (obyektin) fazadakiyeri (vaziyati) bas-
langici koordinat baslangicinda, sonu bu néqtadas olan vek-
toru qarsi qoymagla tasvir edila bilar. Masalan, oyun . r=3m
meydancasinin eni boyu 2 m, uzunlugu boyu 4 m noqta-
sindan 3 m yiiksaklikya atilan topun fazadaki vaziyyati, yeri
sakildaki kimi vektorla tasvir edilar. X

n=2m /0.

Fazada noqtanin yerini (vaziyatini, movgeyini) miiayyan edan va baslangic néqgta
ila verilan ndgtani birlagdiran vektora yer vektoru,
yaxud radius-vektor deyilir. Fozada verilmis har bir
noqtays bir yer vektoru uyéundui) Koordinat
sisteminda P(a;b;c) noqgtasinin yerini OP.(a;b;c) vek-
toru muayyan.edir. op (a;b;c) yazihsi vektorun fazada
komponentlari ils yaziligidir.

X
Modullari barabar, istigamatlari eyni olan vektorlara barabar vektorlar deyilir.
Barabar vektorlari paral_e)l kégir)ma ils tamamila bir-birin_ip Uzarina gatirmak
olar. Masalan, sakilds AB vo OM vektorlari barabardir. OM yer vektoru ila
modulca barabar va istigamatca eyni olan sonsuz sayda vektor ¢akmak
mimkiindir. Fezada baslangici A (x1; y1; z1), sonu B (x2; y2; z2) ndqtasi olan AB
vektoru komponentlariila AB (x2— x1; y2— y1; 22— z1) kimi yazilir. Barabar
vektorlarin uygun komponentlari barabardir va tarsina.
Modullari barabar, istigamatlari aks olan vektorlara aks vektorlar deyilir.

barabar vektorlar aks vektorlar
z

B(x2;y2;22)

M(x2— X1;y2— y1;22— 21)
Alxa;y1;21)
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Fazada vektorlar

Mistavida oldugu kimi, fazada da vektorlarin comini, farqgini ve adada hasilini
handasi olaraq qurmagq olar.
Vektorlarin toplanmasi Vektorlarin ¢ixilmasi ~ Vektorun adada

l¢bucaq qaydasi paralelogram qaydasi vurulmasi
Z

Z

Faza Dekart koordinat sisteminda da vektorun komponentlarinin.va uzunlugu-
nun tapiimasi, vektorlar izarinds amallar.mistavi koordinat sisteminda 6yran-
diyimiz gaydalara oxsar yerina yetirilir.
Vektorun uzunlugu. iki néqta arasindaki masafa diisturundan istifade etmakls
vektorun modulunu tapa bilarik.
Teorem. Baslangici va sonu uygun olaraq P (x4, y1, z1) va Q (X2, y2, z2) noqtalari
olan P_Q)vektorunun uzunlugu

|FEI|> = V(x2 — x1)2 + (y2 — y1)? # (22— 21)? _Sll'jsturu ils tapihr.
Natico. OP (x;y;z) yer vektorunun uzunlugu |OP|'=Vx?+ y? + z2 olar (koordinat
baslangicindan verilan ndqtaya gadar masafs disturu ila eynidir).

Vektorlarin toplanmasi va nglIma5|:7(w V2 v3) vaﬂ’(uuuz us) vektorlarinin
cami (fargi), komponentlari bu.vektorlarin uygun komponentlari comina
(forqina) barabar olan vektordur: V¥4 = (vat us; vz + U2; Vs + u3)

7—7= <V1— Ui, Va2 —U2; V3 — U3>

Niimunal. v =(2; 1; -3Yva u=( 0; 4; —2) vektorlarinin camini va fargini yazin.
Halli: v¥u=(2; 1; -3) +(0; 4; -2) =(2; 5;-5)
VEU=(2; 1;-3) —(0; 4;=2) =(2;-3;-1)

Vektorun adada vurulmast: 7(vl; v2; v3) vektorunun k haqigi adadina hasili
kv’= (kvi;kva;kv2) kimi tayin edilon vektordur.

Vektorun hagiqi adadas hasili t¢lin asagidaki cabri gaydalar dogrudur:

e Har bir k eR tigiin k (u+V) = ki’ +kv’

e Hor bir ki, k2 € R (iglin (ki+ k2)U'= kiu'+ kou”

o Hor bir ki, k2 €R Gciin (ki k2)-u'= kz- (k2- U)

Niimuna 2. 7{1;—2; 3) va k = 3 adadi verilir. ku" vektorunu komponentlari ila

yazin.
Halli: k0'=(3-1; =23; 3-3) = (3; =6, 9)
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Fazada vektorlar

Kollinear vektorlar. Vektorlari tasvir edan istigamatlanmis parcalar paraleldirsa
va ya eyni diiz xatt Gizarindadirsa, onlara kollinear vektorlar deyilir. @’# 0 va b
vektorlari kollineardirsa, onda els yegana k adadi var ki, b'=k-a édanir. k>0
olduqgda bu vektorlar eyniistigamatli, k < 0 olduqgda isa aks istigamatlidir. Kollinear
vektorlarin uygun koordinatlari mitanasibdir:

b1=k-a1, bz=k'az, b=k - as.
bi b b3

01#20,a2#0, as# 0 olduqda, bu sart 0t @ k kimi yazilir.

Niimuna 3. g = (-1; 2; -3) va b= (-3; 6; =9) vektorlarinin kollinear olub-
olmadigini miayyan edin.

Halli: i_L_i L o = g .
olli: = = =73 oldugundan, a va b vektorlari kollinear va

-3 6 -9 o -

eyni istigamatlidir.
Niimuna 4. AB vektoruna barabarradius-vektoru qurun.
Halli: Ugcbucaq qaydasina gora AB + BC = AC.
A va B nogtalarina uygun radius-vektorlar
OA (x1; y1; 21) Vo OB (X2; y2; 22) vektorlaridir.
Mistavi Uzarinda vektorlarin toplanma gaydasina
gora (;A + AHB = O_é Buradan,
AB = OB — OA = (X2; y2; 22) — (X1, y1; 1) =
= ( X2—X1; Y2—Y1, Zz—21> i O_(E R
Niimuna 5. Baslangic noqgtasi A(—3;=4; 1), son noqtasi B(1; —2; 3) olan AB vektoru
verilir. a) AB vektorunun uzunlugunu tapin
b) AB vektoruna barabar radius-vektoru komponentlari ils yazin.

A(x1; y1; 21)

B(x2; y2; 22)

X C(x2—x1; yo—y1; 22-21)

Halli: a) |AB| = V(1— (<3))2+ (<2 — (—4))2+ (3— 1)2=\24 =26

b) AB vektoruna barabar radius-vektoru OP ila isars edak.

A noqgtasina uygun radius-vektor O_A<—3;— 4;1); B nogtasina uygun radius-vektor
is5 OB(1; -2; 3) olur. AB = OB(1; —2; 3) — OA(=3:— 4:1) = AB(4;2;2)

AB=0P oldugundan.axtarilan vektor 6i><4;2;2) olar.

Niimuna 6. P(2;1;5), Q(3;5;7), 7

R_Sl; ;3; —2) vaS.(2; 1;0) nogtalari verilmisdir. /‘:0_ (1‘(3;5;7,

PQ = RS barabarliyi dogrudurmu? PK

Halli: PQ= (3-2;5-1;7-2)=(1;4;2) FB V- y'a kéiriiliir
RS = (2 - 1; 1~ (-3); 0~ (-2)) = (1;4;2).

Uygun komponentlarin barabarliyindan I?Q = RS o -
oldugu askardir. 32 ©
X

RS, m-a kégtirdiltir
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Fazada vektorlar

.

Oyranma tapsiriglari

N
Fazada R va S noqgtalarinin koordinatlarina géra RS vektorunu
komponentlariila yazin va uzunlugunu hesablayin.

a) R(3;-1;1),5(3;-2;1) b) R(4;3;-6),5(-5;-2;5)
Vektorun uzunlugunu hesablayin.

a) v{(2;-1;1) b) v{(2;-1;0) c)V(3;2;-2)

d) v{0;0;1) e) v{6;4;-4) f)V(-2;3;-0)

Baslangici A(1;-2;3), sonu B(—2;1;1) néqtasi olan vektoru komponentlari ila
yazin va uzunlugunu hesablayin.

a) Fazanin P (1;-1;1), Q(2;-2;2), R(2;0;1), S (3;-1;2) noqgtalari tgiin
PQ = RS barabarliyi dogrudurmu?

b)A(l 0;1), B(-1;1;2), C(0;2;=1) noqtalari verilir.

AB = CD olarsa, D(x; y; z) nogtasini tapin:

Machul koordinatin ela giymatini tapin ki, verilmis vektorlar kollinear olsun-
lar.

a) a{-1;2;3) ve F{x; 6;9) b) @(4;y;6) va F(lo; 20;2)

a (3;0;4) va b (2;1;=1) verilir. 2a’— 3b vektorunu komponentlari ils yazin.
-

Gostaris: @ va b vektorlarinin.komponentlarini vektorun ifadssinds yerina

yazin va vektorlar Gizarinda amallariyerina yetirin.

v'(2;1;-1) va w(3;-4;2) vektorlari verilir.
Asagidaki vektorlari komponentlari ila yazin.

a)v—w b) 2v=- 3w C)-v-2w d) 2(v+w)
a’(~1;2;0) vektoruna hansi vektor alava edilsa,3<3;1;5> vektoru alinar?
A(1;2;4)va B(4;8;19) noqgtalari verilir. AB pargasini AK : KB =2 : 1 nisbatinda

bolan K noqtasinin koordinatlarini vektorlarin kollinearliq sartindan istifada
edarak tapin:

. a(l 1 :k) vo b'(—1;-6;-4) vektorlari verilmisdir. k-nin hansi giymatinda

20 <b vektorunun uzunlugu 5-a barabardir?

Fizika. Cisma tatbiq edilmis iki qlivva vektoru komponentlariils (3;—2;4) va
(6;2;5) kimidir. Cismi tarazligda saxlayan tglincti qlvvani komponentlari ila
yazin.
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Fazada vektorlar

Eyni mistavi ve ya paralel mustavilar tizarinda yerlasan vektorlara komplanar
vektorlar deyilir. Masalan, kubun garsi Uzlerinda yerlasan bitiin vektorlar
komplanardir, kubun bir tapadan ¢ixan (g tili Gzra yonalan vektorlar iss kom-
planar deyil.

Vahid vektor. Uzunlugu vahida barabar olan vektora vahid vektor deyilir.

—

: . - . .V .
Istanilan sifir olmayan v vektoru l¢lin —=-vektoru vahid vektordur.

Niimuna 1. g = (4; -2; 4) vektoru istigamatinda olan: a) u vahid vektorunu;

b) uzunlugu 10 vahid olub g ila eyniistiqgamatli olan v vektorunu komponent-

lariila yazin.

Halli: a) Vahid vektoru u ils isara edak:

i_;_(&%@__%ﬁﬂt<i%gi
Ej \16+4+16 6 3°.3'3

Bu vektorun uzunlugunun hagigatan vahids barabar oldugunu yoxlayaq:

u

P A N}
9 9 9

b) a= (4;=2; 4) vektoru istigamatinda uzunlugu 10 vahid olan vektoru muayyan
etmak U¢lin a bandinds tapdigimiz vahid vektorun komponentlarini 10-a
vurmaliyiq:

1 2

.= 2 1.2, ,20 _10 20
V—lOu—10'<3;3:3>—<3, 3I3>

Fazada diizbucaqgli koordinat sistemindakoordinat baslangicindan ¢ixan, koor-
dinat oxlarinin‘/misbat istigamati tizra yonalan va uzunlugu vahids barabar
olan 7 = (1;0;0), T= (0;1:0) va k' = (0;0;1) vektorlarina ort vektorlar deyilir.
Aydindirki, 7, j, k vektorlari komplanar deyil.

Miixtalif koordinat sistemlarinda ort vektorlar

X b
(d) v =ai+bj+ck
Mustaviwva fazada istanilan yer vektorunu ort vektorlarla ifada etmak olar.
Mustavids A (x; y) ndgtasina uygun yer vektoru ort vektorlarla
V=xi+yjkimi, fazada A (x; y; z) ndgtasina uygun yer vektoru isa

V=xi+ yj + zk' kimi ifada edilir va bu yazilis da vektorun komponentlarla yazilisi
adlanir. Burada x, y, z adadlari A néqgtasinin koordinatlaridir.

a) b)v=ai+bj
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Fazada vektorlar

Teorem. istanilan a (al, az; a3) vektoru i ) j, k ort vektorlari tizra yegana ayrilisa
malikdirve d= a1+ i + ax j+as -k barabarliyi dogrudur.

Nimuna 2. Mistavi koordinat sisteminda baclangic négtasi (2; =5), son
noqtasi isa (1,-3) olan a vektorunu ort vektorlarla ifada edin.
Halli: a=(1-2; -3 —(-5)) =(-1; 2) oldugundan, a = —i + 2j alariq.

Niimuna 3. a = (-3;2;7) vektorunun ort vektorlar (izra ayrilisini yazin.
Halli: Ayrilis hagginda teorems géra yaza bilarik:
a=-3i+ 2/ +7k

Niimuna 4. a) P (1; —3; 2) ndqtasina uygun yer vektorunu Xi + yf'+ zk saklinda
yazin.

b)r= 3i- 2/ k vektorunu r{x; y; z) soklinda, komponentlari ilo yazin

Halli: a) Yer vektorunun baslangic néqgtasi 0(0;0;0) koordinat baslangicindadir.
Onda OP = / - 3/ +2k olar.

b) 7 = 3i—2j = k = 3(1;0;0) — 2 (0;1;0) — (0;0;1) = (3;0;0) = (0;2;0) —(0;0;1)=
=(3;-2;- 1>

Niimuna 5. a'= 3i — 27+ kva b= —27+7— 3k vektorlarinin camini va farqini

tapin.

—

Holli:a+b=(3i =2+ k) + (2 + /- 3K) =i — j— 2k
=(3i=2j+ k) — (=2i +j— 3k ) = 5i— 3] + 4k
Oyranma tapsiriglan

—> - =
|1_2. P noégtasinin koordinatlarina gora OPyer vektorunu xi + yj + zk saklinda yazin.
a) (1;3;-1) b) (2; -1; 0) c) (-3;2;-2) d) (-4; 0;-3)
|§. OP yer vektorunun verilan ifadalarina géra P ndgtasinin koordinatlarini yazin.
a)2i—j—k b)—i =2k <) 3i+4)+ 2% d)-i-4
|£l. Vektorun uzunlugunu tapin.
— - - = g — — — —
a) r==2i+j-3k b) OP=(-3;1;2)  «¢) v=3i+2j-4k
|1_5. Vektorlarin‘barabar oldugunu bilarak, machul komponenti tapin.
a) a=2i+ yzva b=xi—3k b) a=xi+ 4f+ 4kva b = (-3; ¥, 2)
|1_6. Har bir vektor istigamatinda olan vahid vektoru yazin. Cavabinizi yoxlayin.

— — R S
a) OR=(3;0; 1) b) OP =(-3; 1;2) c) v=3i+2j—-4k
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Fazada vektorlar

la7.

u vektoru istigamatinda olub, uzunlugu verilan adada barabar olan v vek-
torunu komponentlari il yazin.

a) U=(0;3;0), |f=6 o
b) u=(\3;3;2), [f=2 d)

a=-3i+ j_’+ kvab=2i+ 37— l?olduguna gora asagidaki vektorlarin ort vek-
torlar Gzra ayrilisini yazin.

a)2a-3b b)3a+b c)—2a—4b

. Vektorun uzunlugunu tapin.

a)U'=57+4—kK b) vV =—2i—3j=2K ) T=7i~j-2

. Fozada a = 2/ + f— Kk vo b :j— 27+ 3k vektorlari verilmisdir. Asagidaki

vektorlarin har birinin a va ya bwektoruna kollinear olub-olmadigini miayyan
edin.

1) -2i-j+k 2) 5 10j+ 15k
3)  4i-2j-2k 4) 6i+3j—3k
5)  —2i+4j - 6k 6) —4i=2j+2k

A

OA =—27"+ 47— 2K va OB.= 31— 2— 3k radius-vektorlardir, Asagidaki vektorlarin
ort vektorlar Gizra ayriligini yazin.

— — — —> —> —
a) AO b) OA — 208 c) 480 d) —20A + 30B

. Dilbar deyir ki, {1;1; 1)vahid vektordur, (3/—3— 1. f/—3—) isa vahid vektor

I\/3I

deyil. Siz Dilbarinfikrinin diiz va ya sahv oldugunu neca asaslandira bilarsiniz?

. Iki vektorun‘eaminin uzunlugu onlarin uzunluglarinin camindan béyiik deyil.

Bu taklifi riyazi olaraq yazin va dogrulugunu asaslandirin.
Gostaris: Ucbucag barabarsizliyindan istifada edin.

Yiksaklikde dayanmis misahidaciya gora ylksak

goarginlikli isiq transformatoru 4 km garb, 3 km simal, N
yeni tikilan bina iss 2 km canub, 5 km sarq istiqa-
matinds olan noqgtads vyerlasir. Musahidaginin
dayandigi yeri koordinat baslangici gabul edin.

a) Transformatorun O_T) va binanin OB radius vek-
torunu_)m[]ayyan edin. b) Binanin transformatora nazaran yerini miiayyan
edan TB vektorunu yazin.
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iki vektorun skalyar hasili

Masala. Araba diizxatli yolda meyil bucagi ¢ olan F quvvasinin tasiri ila

s yerday|§masm| etmisdir. Gorulan isi hesablayin.

Halli. F qlvvasinin giymati F olarsa, F = (F cos; F sing). F F qlvvasinin saquli
komponentinin Gflqgi yolda gordiyd is sifira barabardir. F guvvasinin ufuqi
komponentinin s yolunda gorduyd is isa L E

A=F-s-cosoolar. I:._l’(( I:l

Yukin s masafasina yerdayismasi zamani gorilen i yerdsyisma vektorunun
uzunlugu ils F giivva vektorunun harakat istigamatinds yonalmis komponen-
tinin giymati (|F| coso) hasilina barabardir:

A =|F|s|cos. is skalyar kemiyyatdir, lakin onun giymati tatbiq edilan qiivvs
ila yerdayisma vektorlari arasindaki bucagin giymatindan da asihdir.

iki vektorun skalyar hasili

Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucaq onlara barabar olmagla eyni
noqtadan ayrilmis vektorlar arasindaki bucaga deyilir. Aydindir ki, iki
vektor arasindaki © bucaginin giymati 0 < 8 < araligindadir.

Sifir olmayan iki a va b vektorunun skalyar hasili b

bu vektorlarin modullari ils onlar arasindaki :

bucaﬂgm kosinusuchasilina deyilir va A " =

a- b kimiyazilir. a
|b| cos ©

— - — —
Demali, @=b=|d| -|b| cos®

Skalyar hasilin xassalari

e [stanilan a vektoru Gg¢lin a -a = |Er , yani vektorun skalyar kvadrati onun
uzunlugunun kvadratina barabardir.

e Skalyar hasilin yerdayism_)a x3§sgsi. istanilan E’va?vektorlan dglin
a9 -b=b-a
. -
e Skalyar hasilin qruplasdirma xassasi. Istanilan a va b vektorlarive m
haqigi adadi ligilin
(ma) b= m(;-ﬁ =g (m?)

e Skalyar hasnlm paylama xassasi: RN
1) istanilan a b vektorlari va m haqiqgi adadi liglin m(a+ b) ma + mb

- 5 — —

2) istanilan a, b, cvektorlarl Ugijn c- (a+ b) =c.a+c-b
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iki vektorun skalyar hasili

Xususi halda, ort vektorlarin skalyar hasili G¢lin alariq:
ii=1, j-j=1, k-k=1, i-j=0, i-k=0, j-k=0.

— —
Niimuna 1. Sakilda verilanlara gbra a va b vektorlarinin skalyar hasilini tapin.

- - - -

Halli:  a-b=|al-|b| cosB
— —
a) |al =20vahid, |b| =30vahid, 6=40°

@ b'=20- 30 cos 40° = 459,6 .
|a| =60
— . - . b)
b) |a| =60 vahid, |b| =75 vahid, 6=90°
- [b| =75
a-b=60-75c0s90°=60-75-0=0

Nimuns 2. (7+§) - (r=-8) ifadasini skalyar hasilin xassalarindan istifads etmakls
sadalasdirin.

Halli: (r+3s)- (F=35)=(r+3s)r+(r+3) (=s) =r- r+s r+r(=s) +s (=3) =

=[2 + 57 =75 - || |57
Miistavi Dekart koordinat sisteminda iki vektorun skalyar hasilini koordinat-
lariilo ifads edak.

— — A
Tutaq ki, a{a1, a2) va b (b1, b2) vektorlari verilmisdir. 5 5
iki vektorun skalyar hasilinin tﬂifinagbra N
ab =J)674|fb| cosB ¢ = B
ABC l¢bucagindan 2=d-b= {a1—b1; a2— b2)
Kosinuslar teoremiﬁna_}gt')ra
|d2 =|d|? +|bj2= 2|dl|b|cosP. Buradan alirig:
pore ARNEED . OB a2 L
Jalbleos0 = |of2 4B <[, labicosd= -
L a2 B =[d2 a4 ast+ b b= [(a1— bi)+ (a2— bo)?]
a b = 2 E 2
012 + .07 + bi? # b’ — ai? + 2a1b1 — b2 — @+ 2a:b; — b3?
= 2
= M = b1+ axb2. Demali,

a b =aibi+ azxba.

— —
Belalikla, @ (a1, a2) va b (b1, b2) vektorlarinin skalyar hasili uygun
komponentlarin hasillari comina barabardir.
.. —
Ucblctili Dekart koordinat sisteminds @ (a1; a2; as) ve b (bi; by bs)
vektorlarinin skalyar hasili oxsar qayda ile miiayyan edilir:
a b = aibi+ a:b2+ asbs
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iki vektorun skalyar hasili

Niimuna 3. a =(2; - 3; 5), b =(1; 2; — 4) olarsa, H-E skalyar hasilini tapin.
Halliig-b=2-1+(-3)-2+5(-4)=2-6-20=-24

Oyranmea tapsiriglan

|

1) iki vektorun skalyar hasilinin tarifinds a va b vektorlari arasindaki
0 bucaginin giymati 0< 6 < 180° araligindadir. Na sababdan bu sart
verilmisdir?

2) 6 bucaginin giymatilarina gora skalyar hasilin isarasini miayyan edin.

— N

;‘U YR 9094 @< 180° U

a) b S Ao

0°< Q< 90° ) . ) £ 90_)
Vv Vv 7]

Sakilda verilanlara gora vektorlarin skalyar hasilini tapin.
c)

70° If] =150

le| =200
d)

lg| = 5000

|b| = 4 500

Verilanlara gora vektorlarin skalyar hasilini tapin. 6 vektorlar arasindaki
bucaqdir.

a)| f[=5.8:/ | g|=6,4 ;0 =180° by m|=16;| p|=2;86 =45°
¢)|m|=163 |n|=2848 =35° d)| m|=2,5;|s|=20;6 =120°

Komponentlari ila verilmis vektorlarin skalyar hasilini tapin.

- —

a) @ (6;2;8); b(9;3;6) C)S=4i—j+2k; t=-i+2j-3k

b)Y B(-3;2;5); §(3;1;6) d)a=3i-2j+k b=—i-j-k

5(—2; 1; 3) va b(1; 4; —-3) vektorlari verilmisdir. (E—B)(3+ E) skalyar hasilini
tapin. Masalani muixtalif Gsullarla hall edin.
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iki vektorun skalyar hasili

ls.

7.

Verilan Fquvasinin (nyutonla) tasiri altinda cismin_s)yerdayigmasi zamanli
(metrla) gordiyd isi hesablayin.

a) F(5;2),75(7; 4) b) "F(100; 400), §(12; 27)

N
Sokilda verilan malumatlara goéra F quvasinin?yerdayisma vektoru

istigamatinda gordiyi isi hesablayin.
c) ‘N‘jm =452 m
|F| = 241N 8¢

d) [F| = 1000 N
b) [F]| =350N
> 20° .
Is| =42.m [s|=7m

A
|i d (3; 4) vektoru-istigamatinda 20 N quvva (F) tatbiqg edilmisdir.

a) a vektoru istigamatinds olan vahid vektoru yazin.

b) a bandinin hallindan istifada edarak?q(]vvasini komponentlari ila yazin.
¢) Bu glivvanin tasiri altinda obyektin (0; 0) négtasindan (6; 8) noqgtasina
yerdayismasi(metrla) zamani gorulan isi tapin.

Konveyer xatti dayandigi Uglin is¢i onun {izarindaki qutunu meyil bucagi 30°
olan 50 N qlvva ila dartaraqg (-3; 0) négtasindan (3; 0) ndgtasina gatirdi. Kon-
veyer xattinin uzunlugunun metrls 6lcildiyini nazara almagla gorilan isi
tapin.

Meyil bucagi 20° olan qlivva ila tokar dazgahinin yerini Gfligi istigamatde 8 m
dayismakla goriilan is 150 Coula barabardir. Tatbiq olunan qiivvanin giymatini
tapin.
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iki vektorun skalyar hasili

iki vektor arasindaki bucaq

- —

Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucaq cos 6 = a - tl minasibatindan

tapilir, burada0<0 <. |4
L_,

Niimuna. a = (-3; 4) va b= (9; 12) vektorlari arasindaki bucagin kosinusunu

tapin. a-b ~3.94412 —27+48 21 7
Halli: cos 6 = = = = —=m=

|_] . |B| \/(_3)2+42,\/92 +122 5-15 757 25
Natica: Sifir olmayan iki vektor yalnlz skalyar hasili sifir oldugda
perpendikulyardir: o b=0<d J_ b

Niimuna. k-nin hansi giymatinda a = (3;4) va b= (k ;12) vektorlari garsiligh

perpendlkulyardlr?
Halli: @ - b = 0 olmalidir: 3-k + 2-6 = 0, buradan k'=—4 olduqda a L b

Oyranma tapsiriglari
Vektorlar arasindaki bucaq ne¢a daracadir?
a) @ (=3;6)va b (4;2) ¢) €(2;3; 0)va £(9; —6; 2)
b) m (1; 3) va n(2; 1) d) £(=2;-1; 2)va s(2; 1;-2)
1) Aralarindaki bucagi tapmagla u (6; =2; —5) va W=12; 4; 10) vektorlarinin
kollinear oldugunu goéstarin.

2) k-nin ela giymatini tapm ki, u{0;.1; 1) vo \7(k; 2; 1) vektorlari arasindaki
bucaq 45° olsun:

a) d (4;3) vektoruna perpendikulyar va uzunlugu 10 olan vektoru kompo-
nentlari ila yazin.

b) k-nin hansi giymatinda u(2; 5; =3) va W(k; 4; 2) vektorlari perpendikulyar-
dir?

A(3; —1;_)—2), B(—1; 1; 2), C(2; 1; —3), D(3; —1; —3) noqtalari verilmisdir.

i\

AB va CD vektorlari arasindaki bucagi tapin.

. Ucbucaglarin diizbucaqgl iicbucaq olub-olmadiglarini yoxlayin. Diiz bucagin

adini yazin. Masalani mixtalif Gsullarla hall edin
a) Tepaleari A(3; 1), B(—2; 3) va C(5; 6) ndqgtalari olan AABC
b) Topalari S(4; 6), T(—3; 7) va U(-5; —4) ndqtalari olan ASTU

. a)Tepa noqtalari A(5; 1), B(4; 7), va C(-7; —1) olan Ug¢bucagin bucaglarini

tapin.
b) Tepa noqtalari A(1; 2; -2), B(3; 4; -1), C(1; 5; 1) olan tG¢bucagin bucaglarini
tapin.
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Diiz xattin imumi tanliyi

Diiz xattin tanliyi

Mistavi koordinat sisteminda dliz xattin tanliyi ax + by + ¢ = 0 saklinda ifada
edilir. Bu tanliya diiz xattin Gmumi tanliyi da deyilir.

Diz xatta perpendikulyar olan vektor diiz xattin normal vektoru va ya normali
adlanir.

7
Normali {a;b) olan diiz xattin Gmumi tanliyinin n \

ax + by + ¢ = 0 saklinda oldugunu gostarak.

Po(Xo; yo) diiz xatt lizarinda verilmis noqta, P(x; y) diiz xatt Gizarinda Po-dan fargli
ixtiyari néqts, n{a;b) isa diiz xattin normal vektoru olsun.

PES<X—XO,' y — yo) va n{a;b) vektorlari perpendikulyardit. Onda
7 PoP =0,
Buradan{a;b) - (x—xo; y — yo) =0,
ax —axo + by —byo=0,
ax + by — byo— axo = 0 alariq.
—byo— axo = ¢ kimi isara etsak,
dlz xattin ax + by + ¢ = 0 Umumi tanliyini alarig. Burada a? + b2 > 0.
Xlsusi hallar:

C
ea=0,b#0. y=- b absis oxuna paralel diizxattin tanliyr

c . h, . .
eag=z0,b=0. X=- o ordinat exuna paralel diizxattimtanliyi
ec=0. ax+by=0 koordinatbas/angicindan kegan diiz xattin tanliyi

Niimuna 1. A(4; =2) néqtasindan kegan va.normali n'= (5; 3) olan / diiz xattinin

tanliyini yazin. w Ay

Halli: Koordinat sisteminda’n = (5; 3) normal vektorunu 4 NPOGY) | el
qurub A(4; —2) nogtasindan kec¢an va normala per- ) > i3)
pendikulyar diiz xatti ¢cokarak masalanin hallini grafik _\ >
tasvir edak. indi isa talab olunan tanliyi yazag: 2 = N a@—2)
1-ci lisul.

Tutaq ki, P(x;y) nogtasi / diiz xatti Gizarinda olan va verilan ¢ !

A nogtasindan fargli nogtadir. Onda AP vektoru / diiz
xattlna kollineardir va AP ={x—4; y —(-2)) = {(x—4; y+2)
7 va AP vektorlafi perpendikulyar oIdquarlndan A AP = 0. Buradan

(5;3) - (x=4;y+2)=0; 5(x—4)+3(y+2)=0; 5x+3y-14=0alarqg.
2-ci lisul.

n =(5;3) normalina géra diiz xattin ax + by + ¢ = 0 tanliyini 5x + 3y + c= 0
kimi yaza bilarik. A(4; —2) noqtasi bu diiz xattin tizarinda oldugundan

54 +3-(-2) +c=0, c =-14 tapilir va diiz xattin tanliyi 5x + 3y — 14 = 0 olur.
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Diiz xattin Umumi tanliyi

Nimuna 2. x—y+1=0va 2x + y—3 =0 tanliklari ila verilmis diiz xatlar arasindaki
bucagi tapin.

Halli: Dliz xatlar arasindaki bucagi onlarin normallari arasindaki bucagla miayyan
etmak olar.

n(1;-1) vanx(2;1) normal vektorlari arasindaki 8 bucagi tictin alirq:

cosh - ni-n; 12 +(-1)1 !
(][0~ N1 V2412 V10

Oyranma tapsiriglari

=~ 0,3162. Buradan 6 = 72°

|L Normali n olan va Po noqtasindan kegan diiz xattin tanliyini yazin.
a) Po(-2; 5),n {4; 3) b) Po(3;~4), 7(2; -3)

|£ 2x—4y +5 =0 diz xattina perpendikulyar olan va P(-1; 1 ) nogtasindan kecan
diz xattin tanliyini yazin.

|i x—3y+6=0vax+2y—7=0diz xatlari verilmisdir.
a) Bu diiz xatlarin grafik tasvirini ¢akin.
b) Onlar arasindaki iti va kor bucagi tapin.

|i Diiz xatlar arasindaki bucaglari tapin.
a)y=0,5x+6 va y=-0,75x-1 b)2x—y+3=0ve x+2y—-1=0

|i Nimunani arasdirin.Verilmis néqgtadan tanliyi verilmis / diiz xattina gadar
masafani tapin.
a)Po(1;3) [:3x—4y=3 b)Po(2;1) Il:4x+3y—-7=0
c) Po(0;2) x—y=4 d)Po(3;0) /:x+2y=0

Niimuna. Po(1;3) noégtasindan 3x — 4y = 3 dliz xattina
gadar masafanitapin.
Halli: Po(1;3)/noqtasindan verilmis diz xatta ¢akilmis
perpendikulyarin oturacagi P(x;y) olsun.
PoP(x-1;y-3) van!3; —4) vektorlar| kollinear oldugundan
els k adadi var ki, PoP = k- nve ya

. S
(x=1; y-3) = (3k; = 4k) olur. Uygun komponentlarin 4~
barabarliyinden x =3k + 1, y =— 4k + 3 aliniq.
P noqtasinin x va y koordinatlari 3x — 4y = 3 tonliyini ddamalidir:

3(3k+1)—4(—4k+3) =

Buradank=;—5tapll|r Onda|PoP| |k |n| 12 - \324(= 4)2— T 5:2,4

olur, yani axtarilan masafa 2,4 vahiddir.
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Arasdirma. Eyni tanlik, masalan x = 3 tanliyi, birdl¢lld, ikiohilh va Ggolglll ko-
ordinat sisteminda hansi ndgtalar ¢oxlugunu miayyan edir?

1. Birdl¢lilt koordinat sisteminda, yani adad oxu Uizarinds,

x = 3 tonliyina bir ndqts uygundur. -0tz 3:43
2. ikiél¢llu koordinat sisteminda x = 3, yaxud x + 0-y = 3 y X=3

tanliyini koordinatlari (3; y) (v€ R) kimi olan bitiin nogtalar
odayir. Bu nogtalar coxlugu isa y oxuna paralel olan diz 2(0:0)
xatdir.

3. Ugolcili koordinat sisteminds x = 3, yaxud x + 0-y +0:z.= 3 tanliyini
koordinatlari (3; y; z) (y,z € R) kimi olan bitiin noqtalar 6dayir. Bu nogtalar
¢oxlugu iss Oyz mistavisina paralel olan mustavidir. Analoji olaraqgy=3vaz=3
tanliklari uygun olarag Oxz va Oxy miistavilarina paralel mustavilardir.

A >
23 T -223)

4. Ugdlciili koordinat sisteminda x = =3, y ==2 va z = -2 tanliyini ddayan néqtalar
¢oxlugunu taqdim edin.

5.x+y=0va x -y =0 tonliklari ils mlstavi lizarinda geyd edilmis néqgtalarin
koordinatlarini'alagalandirin. Mistavilari taqdim edin.
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ikidlgiilii koordinat sisteminda diiz xattin tanliyi ax + by + ¢ = 0 saklindadir.

Masalan, x +2y — 8 = 0 tanliyi mistavida diiz xatt

miayyan edir va A(0; 4), B(2; 3), C(4; 2), D(6; 1), i A

E(8; 0) va s. noqgtalari bu diz xattin tGzarindadir. ° B

Bu tanliyi Gg¢olclli koordinat sisteminda 2 S D
x+2y —0-z = 8 saklinda yazaq. Burada z-in amsali sifir Ely
oldugundan, z applikati istanilan giymati ala bilar. P 2148

Yani istanilon z adadi Uglin lgdlclli koordinat
sisteminda A(O; 4; z), B(2; 3; z), C(4; 2; 2), D(6; 1; 2),
va E(8; 0; z) néqgtalarinin koordinatlari x +2y —0-z =8
tanliyini 6dayacak. U¢dlgiilii koordinat sisteminda bu
clr bitun nogtalari qursaq, z oxuna paralel mustavi
alinar. Umumiyyatls, ligélciilii koordinat sisteminda
ax + by + cz+d =0 tanliyi mistavini'miayyan edir.

Mustavi muixtalif Gsullarla miayyan oluna bilar.

e kollinear olmayan (¢ noqta ila

¢ diiz xatt va ona aid olmayan noqta.ils

e iki kasisan dlz xatla

e iki paralel diiz xatla

¢ bir ndgta va bu néqtada verilan istigamatds ¢akilmis perpendikulyarla

Mustavini miayyan etmayin yuxarida gostarilon
mixtalif yollarin_ sonuncusundan istifads. etmakla
mustavinin tanliyinin ax + by + cz + d = 0 saklinda
oldugunu gostarak. Mistaviys perpendikulyar vek-
tora onun normal deyilir. Tutaq ki, oo mistavisi va
onun {izarinda Po(Xo; Yo; zo) nogtasi‘verilmisdir va
nla; b; c) miistaviys cakilmis normal vektordur. .

Mstavi Uzarinda Po(xo;y0;20)-dan fargli ixtiyari P(x;y;z)

noqtasi gotlrak. Mistaviya perpendikulﬂr diiz xatt mustavi Uzaﬂpdaki istanilan
diiz xatta pependikulyardir. Demali, n’L PoP olacaq. Buradan n- PoP = 0 oldugunu
yaza bilarik.

a; b;c) va PoP (x —Xo; y — yo; Z — 20) oldugunu nazars alsaq:
a(x —xo) + b(y — yo) + c(z—20) = O,
ax + by + cz = axo + byo + czo.
axo + byo + czo= d isara etsak, mistavinin
ax + by + cz =d saklinda tanliyini alariqg.

Diqgat edin! Mistavinin tanliyinds U¢ dayisanin amsallari mistavinin
normalinin komponentlaridir va a? + b? + ¢2> 0.
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Miistavinin tanliyi

Nimuna 1. Normal vektoruTv’(—l; 3; 4) olan mistavi A(1; 2; 3) néqgtasindan kegir.
Bu mistavinin tanliyini yazin.

Halli: Tapsing iki Gsulla hall etmak olar.

1-ci Gsul. Mustavi Uzarinda ixtiyari P(x; y; z) noqgtasi gotirak va baslangici
A (1; 2; 3), sonu P (x; y; z) nogtasinda olan vektoru komponentlari ils yazaq:

AP =(x-1,y-2;z-3)
Normal vektor n{—1; 3; 4) olduguna géran” AP = 0, yaxud

(-1;3;4)-(x-1;y—2;z-3)=0 06danmalidir. Buradan

-1(x—1)+3(y—-2)+4(z-3) =0,
—X+1+3y—-6+4z-12=0,
-Xx+3y+4z-17=0.

Bu tanliyin har iki tarafini (—1) -a vursag, mistavinin tanliyi
x—3y—4z+17=0olar.

2-ci lisul. Mistavinin tanliyinin ax + by + ¢z + d = 0 saklinda va enun normalinin
isa n'={(a; b; ¢) oldugunu bilirik.

Demali, n'(-1; 3; 4) normalina géra.a =—1, b = 3, ¢ =4 oldugunu nazars alsaq,
mdstavinin tanliyi (-1)x+ 3y +4z+d=0vaya —x+3y+4z+d=0olar. Butanlikda
mstavi izarinda olan A nodqgtasinin (1; 2; 3) koordinatlarini yerina yazsaq, d para-
metrini tapa bilarik:

—Xx+3y+4z+d=0,

-1+32+43+d=0;d==17.

Belalikls, mustavinin tanliyi

—X+3y+4z-17 =0vayax—3y—4z+17 =0 olar.
Niimuna 2. Mistavix + 2y —z - 8 = 0 tanliyi ila verilmisdir.
a) A(1; 3; -1), B(3;5; 1), C(—1; 3; 1):nogtalarinin bu mistavinin izarinda olub-
olmadigini yoxlayin.
b) Mstavinin x, y, z oxlarini kasdiyi nogtalarin koordinatlarini miayyan edin.
c) Mistavi lizarinda yerlasan basga bir ndgtanin koordinatlarini yazin.

Halli:
a) Yoxlama:

A(L; 3:-1) B(1; 5; 3) C(1;3,-1)
X+2y—-z—-8=0 xX+2y—-z—-8=0 X+2y—z—-8=0
1+23+1-8=0 1+25-3-8=0 -1+23-1-8=+4

Uzarindadir Uzarindadir Uzarinda deyil
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b) Mistavinin x, y, z oxlari ila kasisma nogtalarinin koordinatlari:

x oxu ilo kasismada  y oxu ila kasismada  z oxu ils kesismada
y va z koordinatlari  x va z koordinatlari  x va y koordinatlari

sifira barabardir. sifira barabardir. sifira barabardir.
x=8 y=4 z=-8
(8;0;0) (0; 4;0) (0; 0; -8)

c) Verilan mustavi tizarinda basqga bir négtanin koordinatlarini miiayyan etmak
U¢lin dayisanlardan ikisina ixtiyari giymatlar verin va lglincl dayisani tapin.

Masalan, x =4,y =-5 olduqda 4 + 2(-5)—z— 8 =0, Z=—-14 tapilir.
Demali, (4;-5; —14) noqgtasi da veriloan mustavi Gzarindadir.

Oyranmea tapsiriglari

|L Verilan noqtalarin 4x + 3y — 5z = 10 mdstavisi (izarinda yerlasib-yerlasma-
diyini yoxlayin.

a)A(1; 2;0) b) B(1,2; -2,4; 6,2) c) C(=7; 6; 4) d) D(=2; 1; -3)

& Har bir mistavi Gzarinda yerlasan U¢ négtanin koordinatlarini yazin.

a)x=6 b)2x—5y+z-1=0 c)3x+7y—2z=6
|i Normali n olan va Po nogtasindan kegan mustavinin tanliyini yazin.

1, 0;

a) Po(21;3), n (7;1; 1) b) Po(5; 1; 9),
) 2;1;

n( 0)
c) Po(0; 6; 2), 77 (2:0;-1) d) Po(0; 0; 0), n’(2;1; 4)

|i Normal n(-12; 8; 10) olan miistavi koordinat baslangicindan kecir.
Bu miistavinin tanliyini yazin.

|5.  Mistavi x — 7y =18z = 0 tanliyi ils verilmigdir.
a) Mastavinin normal vektorunu yazin.
b) Bu miistavinin koordinat baslangicindan kegdiyini asaslandirin.
¢) Bu mustavi tizarinda olan l¢ ndqtanin koordinatini yazin.

|i a) -Oyz mistavisina paralel olub A(3;1;2) néqtasindan kegan mustavinin
tanliyini yazin.
b) B(2; 2; —1) ndqtasindan va Ox oxundan kegan mistavinin tanliyini yazin.
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|L M(1; 3; 1) va N(2; —3; 0) noqgtalarini birlasdiran parcanin orta négtasindan
kecan va ona perpendikulyar olan mistavinin tanliyini yazin.
A(2; -1; 1) noqgtasi bu mistavinin Gzarindadirmi?

|& B (1; 2; 3) noqtasindan kegan va normali:
a) y oxuna paralel olan;
b) xy mistavisina perpendikulyar olan mistavinin tanliyini yazin.

|i a) A(1; -2; 3) noqtasindan kegcan va x + 2y - 3z - 6 = 0 miustavisina paralel
olan mistavinin tanliyini yazin.

b) A(1; 1; -2), B(2; -1; -1) va C(1; -2; 1) ndqtalarindan kecan mistavinin
tanliyini yazin.

|£). Ax + By + Cz + D = 0 tanliyinda amsallarin verilen muxtalif hallarina géra
mistavinin vaziyyati haqqinda fikirlarinizi yazin va yeni nimunalar ¢akib
gostarin.

a) A, B, C amsallarinin yalniz biri sifirdan farqlidir;

b) A, B, C amsallarinin yalniz ikisi sifirdan farqlidir;

c) A, B, C amsallarinin har Ugl S|f|r(§an farglidir.

y+2=0

|1_1. Verilan Q nogtasindan verilan o miistavisina gadar masafani tapin.
a)Q(1;3;3) ow:12x+4y+3z +6 =0 Q(xo;y0;20)
b)Q(2;-1;1) a:2x-3y+6z+1=0 Y
c)Q(2;2;2) ax+y+z=-1
d)Q(;2;0) a:3x-4y-5z-2=0

Numuna. Q(1; 3; 3) nogtasindan 12x + 4y + 3z + 6 = 0 mistavisina gadar
masafani tapin.

Halli. Q(1; 3; 3) ndgtasindan mistaviys ¢akilmis perpendikulyarin oturacagi
N(x;y;z) olsun. Oj\)l(x— 1;y - 3; z-3) va12; 4; 3) vektorlari kollinear
oldugundan els k adadivar ki, QN = k - n’ va ya

(x-1;y-3;z-3)=(12k; 4k; 3k). Uygun komponentlarin barabarliyindan
x=12k+ 1,y =4k + 3,z =3k + 3 olur. N ndqtasinin x, y, z koordinatlari
mustavinintanliyini dayir: 12(12k + 1) + 4(4k + 3) + 3(3k+3) + 6 = 0.
Buradan k = —%. Onda|QN| =K - [n] =%-\/122+ 42+32=3,

Bu o demakdir ki, Q néqgtasindan verilmis mistaviys gadar masafa 3 vahiddir.
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Miistavilarin garsiligh vaziyyati

|13,
|14.

ogar mistavilar perpendikulyardirsa, onlarin normallari da perpendikulyar-
dir va tarsina: i L 12 <=>m L
ogar mustavilar paraleldirsa, onlarin normallari da paraleldir va tarsina:
T || T <=>1 ||77>2
iki mustavi arasindaki bucaq
Perpendikulyar Paralel mustavilar

mustavilar ln']
£ﬁ2
Normallari ni'va n2 olan wt; va m> miistavilari
— e
o 11- N2 .. 4
arasindaki © bucadufcosd = {Tﬁmunasr
n4|n2

batini édayir.

Nimuna. Tanliklarina géra miistavilarin perpendikulyar va ya paralel
olmasinin miiayyan edilmasi.

a) o va B mistavilarinin tanliklari uygunolaragoi: 2x—3y +z—1=0va

B: 4x — 3y — 17z = 0 kimidir. Bu mustavilarin perpendikulyar oldugunu
asaslandirin.

b) o va 3 mustavilarin tanliklariuygun olarag a: 2x —2y —z+ 3 =0 va
:2x—2y—z—-1=0kimidir. Bu mustavilarin paralel oldugunuasaslandirin.

Halli: a va B mustavilari perpendikulyardirsa, oo mistavisinin

ne. (2;-3;1) normali‘ila B'miistavisinin g (4;—3;-7) normalinin skalyar hasili
sifira barabar olmalidir. Yoxlayaq:

No- Mp=(2;-3;1)- (4;-3;-7)=2-4-3(=3)+1(-17)=8+9-17=0

Demali, awva B mustavilari perpendikulyardir: o L B

b) o vaB mustavilarinin.normallari eynidir e = np = (2;-2;-1). Bu mistavilar
G¢lin/ D sabiti muxtalif olduglarindan onlar Ust-UGsta diismayan paralel
mustavilardir.

Oyranma tapsiriglar

. P (1; 2: -3) néqtasi normali n’(3; 2; 5) olan mustavi tzarindadir.

a) Mustavinin tanliyini yazin.

b) 2x + 2y — cz—1 = 0 tanliyinda c amsalini ela segin ki, bu mustavilar per-
pendikulyar olsun.

c) Har hansi'@ vektorunun miistaviya paralel olmasi ticiin @ - n= 0 olmalidir.
@ (—4; 1;2) vektorunun bu mistaviya paralel olub-olmadigini miayysn edin.

k-nin hansi giymatinda 4x + ky —2z+ 1 =0va 2x + 4y - z + 4 = 0 tanliklari ila
verilan mistavilar: a) paraleldir; b) perpendikulyardir?

Xx—y-2z+3=0va 2x+y—-z+2=0 maustavilori arasindaki bucagi tapin.
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Sferanin tanliyi

Tarif. Verilmis Po(xo; yo; zo) ndqtasindan r masafada olan
biitliin noqgtalar coxluguna sfera deyilir.
Ponogtasi sferanin markazi, r isa radius adlanir.
P(x; y; z) sfera lzarinda har hansi noqta olarsa, iki nogta
arasindaki masafa disturuna gora yaza bilarik:

(x = x0)2 + (y = yo)? + (z = 20)? = r?
Bu, markazi Po va radiusu r olan sferanin tanliyidir.

Xususi halda, markazi koordinat baslangicinda, radiusu
r olan sferanin tanliyi x?+ y? + z2 = r? olar.

Sokildan gorinduyld kimi, bu sferanin Oxy koordinat
mistavisi ila kasismasi onun boyuk cevrasidir.

Niimuna 1. Moearkazi M(2; -1 ;1) néqtasinda yerlasan va radiusu r =5 olan
sferanin tanliyini yazin.

Halli: (x—2)2+(y+1)2+(z—1)2=25

Nimuna 2. x?> + y?> + 22 = 169 sferasl ilo.z = 12
mustavisinin kasismasindan alinan fiquru taqdim edin.

Halli: Sferanin radiusu V169 = 13-diir. Sferanin tanliyinds z = 12 oldugunu
nazara alaqg: x> + y? + 122 = 169; x*> + y?= 169 — 144 = 25

Verilan sferanin z =12 mustavi.ila kasismasi, markazi (0; 0; 12) néqtasinds,
r =5 radiuslu gevradir.

Sfera ila yalniz bir ortaq noqgtasi olan mustaviys
sferaya toxunan miistavi deyilir.

Masalan, z = 13 mistavisi x> + y? + z2 = 169 sferasina
(0;0;13) noqgtasinds toxunur.

Sferaya toxunan mustavi toxunma noqtasina ¢akilmis
radiusa perpendikulyardir.

Oyranma tapsiriglari
a) Markazi koordinat baslangicinda yerlasan, radiusu 4 olan sferanin tanliyini
yazin.

b) Markazi M(1; —2; 4) néqtasinda yerlasan, radiusu 6 olan sferanin tanliyini
yazin.

(x =1)% + (y + 3)% + (z = 5)% = 35 tanliyi ila verilmis sferanin koordinat oxlari
ils kasisma noqtalarini tapin.

Moarkazi (2; 3; —1) noqtasinda olub (4; —1; 1) ndgtasindan kegan sferanin
tanliyini yazin.
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Sferanin tanliyi

|i
ls.

A(1; 2; 3) nogtasindan (x —9)? + (y + 7)® + (z + 9)* = 36 tanliyi ila verilmis
sferanin markazina gadar masafani tapin.

Asagida verilan tanliklarin sfera tanliyi olub-olmadigini yoxlayin. Sferadirsa,
markazini va radiusunu miayyan edin.

a) X’ +y*+z2-4x-6y-10z+37=0
b) x>+ y?+22+2x-2y-82+19=0
)x2+y?-22+12x+2y-4z+32=0
d)2x2+2y?+ 222+ 4x+4y+4z-44 =0

X2+ y2+ 72+ 2x -16y + 10z + 54 = 0 tanliyi ila.verilmis sferanin markazini va
radiusunu muayyan edin. A(8; 0;.7) nogtasindan bu sferaya qadar masafani
tapin.

A(3; 4; 0) nogtasinda z = 0 mustavisine toxunub radiusu 7 olan sferanin
tanliyini yazin.

Koordinatlari asagidaki sartlari 6dayan nogtalar coxlugunu handasi olaraq
tasvir edin.
a) X2 +y*+22>1 b)x2+y?+22<1,220

P nogtasinin A(-1; 5;.3) nogtasinden masafasi B (6; 2; —2) ndgtasindan olan
masafasindan iki dafa boyiikdir. Gostarin ki, bels néqtalar coxlugu sferadir.

. Moarkazi (2;=3; 6) nogtasinda olan'va a) xy; b) yz; c) xz mistavisina toxunan

sferanin‘tanliyiniyazin..

Diametrlarindan birinin uc noqtalari (2;1;4) va (4;3;10) olan sferanin tanliyini
yazin.

. a) Markazi (6; 8; -5) nogtasinda yerlasan va radiusu 6 vahid olan sferanin

tanliyini yazin.
b) Bu sferanin har bir koordinat miistavisi ila kasismasini taqdim edin.

T= (x;y; 2), a= (2;1;-1) va E)= (1; 1; 0) olduqda (7—?)-(7—?) =0
barabarliyinin sferanin tanliyini ifads etdiyini gdstarin va bu sferanin
markazini tapin.

. Fazada radiuslari barabar olan dord sfera bir-birina toxunur. Bu sferalardan

Ugunin markazinin (\/E; 0; 0),(0;\/5; 0), (0; 0;\/5) noqtalarinda, dordinciinin
markazinin isa 7-ci oktantda yerlasdiyi malumdur. Dérdiinci sferanin marka-
zini va sferalarin radiusunu tapin.
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Fazada va miistavida cevrilmalar

Naqqaslar, misgarlar, xalgagi rassamlar eyni naxisin paralel koglirma, donma, aksetma
harakatlari va ya homotetik cevrilmalari ila yeni naxislar yaradirlar.

Naxgivan. Das lizarinda naqqasliq niimunalari

Bunu bilmak maraghdir. Mashur holland rassami Eser riyaziyyatin
simmetriya, kombinatorika, stereometriya, topologiya kimi bélma-
larinin gaydalarini ranglarin galarlari ils birlasdirarak mustavi
lizarinda dinamik tasvirlar yaradib. Xlsusi riyazi tahsil almayan
Eser asarlarinda intuisiya va vizual tasavvirlarina asaslanib. Para-
lel koglirma tzarinda qurulmus bir sira@sarlarina 0, “Mistavinin
diizgiin harakati” adini verib. Cevranin limiti IV
https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher

Fazada F fiqurunun har bir P ndqtasina mlayyan bir gayda ila fazanin yegana P’
nogtasini qarsi goyan uygunluga F fiqurunun gevrilmasi deyilir. Nogtalar ara-
sindaki masafani saxlayan ¢evirmaya harakat deyilir. Horakat mistavini mista-
viya, diiz xatti diiz xatts, pargani kongruyent pargaya, bucagi kongruyent bucaga
cevirir. Demali, harakatda fiqur 6zlina kongruyent fiqura gevrilir.

Paralel kdgiirma. ikiolciilii koordinat sisteminda har bir (x; y)
noqtasina (x+a; y + b) négtasini gars! goyan gevrilmanin {a;
b) vektoru ils icra olunan paralel kégtirma.oldugunu bilirik.

Oxsar qayda ils fazada paralel kdglirmada har bir y
noéqtanin koordinatlari (x; y; z2) — (x+a; y +b; z+c) kimi
dayisir. Paralel koglirma harakatdir. Har bir paralel
kdglirmaya bir vektor uygundurva tarsina.

Niimuna 1. ;7(2; —1; 3) vektoru ils icra olunan paralel kbclirmada A(—4; 5; 6)
noqtasi hansi nogtaya gevrilir?

Halli: Tarifa gora bela gevirmada A ndqtasinin gevrildiyi A’ ndgtasinin
koordinatlarix'=—4+2=-2;y'=5—-1=4;z'=6+ 3 =9 olmaldir.

Demali, bu paralel cevrilmada A(—4; 5; 6) noqgtasi A'(—2; 4; 9) noqtasina
cevrilir.

Simmetriya. Fozada ndqtaya va diiz xatta nazaran simmetriya ¢evrilmasina da
mistavida oldugu kimi tarif verilir. Fozada ham da mistaviya nazaran sim-
metriyaya baxilr.
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Fazada va miistavida ¢evrilmalar

Fazada (x; y; z) noqtasi ila

e Koordinat baslangicina nazaran simmetrik néqta: (—x; —y; —2)
e Ox oxuna nazaran simmetrik néqta: (x; —y; —2)

e Oy oxuna nazaran simmetrik néqta: (—x; y; —2)

e Oz oxuna nazaran simmetrik noqgta: (—x; —y; 2)

e Oxy mustavisina nazaran simmetrik noqgta: (x; y; —2)

e Oyz miistavisine nazaran simmetrik néqta: (—x; y; z)

e Oxz mistavisina nazaran simmetrik néqta: (x; —y; z)

Nimuna. (1;2;3) noqtasi ila z =5 mistavisina nazaran simmetrik nogtani
tapin.

Halli: z =5 mistavisina nazaran (1;2;3) ndqtasina simmetrik (x’; y'; z') nogtasi
z = 5 mustavisina, demsali, ham da Oxy mustavisina perpendikulyar olan diiz
xatt Gzarindadir. Buna gora da bu nogtalarin absislarive ordinatlari eynidir:
x'=1,y =2. 7 koordinatiisa (z’' +3) :2 =5 minasibatindan tapilir: 2/ = 7.
Belslikls, axtarilan néqts (1;2;7) olur.

Dénma. Fazada fiqurun | diiz xatti atrafinda 8 bucagl gadar donmasi ela
cevrilmaya deyilir ki, bu zaman /[.diiz xattina perpendikulyar. olan har bir
mistavida onun / dliz xatti ile kasisma ndqtasi atrafinda eyni istigamatds eyni

0 bucagi gadar donma bas verir. | diiz xattine donma oxu, 8-ya ise donma bucagi
deyilir.

Asagidaki sakilda Gizarinda muixtalif tasvirlarin oldugu kubun x oxu atrafinda
saat aqrabinin harakati istigamatinds 90°, 180°, 270° dénmalarina uygun ni-
munalar verilmisdir.

X
ilkin vaziyyat 90° donma 180° d6nma 270° d6nma

Homotetiya. Fazada da mistavida oldugu kimi oxsarlig ¢evrilmasi anlayisi
daxil edilir. Fiqurun cevrilmasinda istanilan iki X va Y noqgtalari arasindaki
masafa eyni k>0 adadi dafa dayisarsa, bela cevrilmaya oxsarliq ¢evrilmasi,
k adadinadisa oxgarlig amsali deyilir.

F_)fiqurum)m cevrilmasinda istanilan X ndqgtasinin gevrildiyi X' ndgtasi Ggln
OX' = k-OX 6danarsa, bu ¢evrilmaya O markazli va k amsalli (kz0) homotetiya
deyilir.

Homotetiya oxsarlig gevrilmasidir. Xtsusi halda, k = —1 oldugda markazi
simmetriya, k=1 olduqda eynilik ¢cevrilmasi alinir.
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Fozada va miistavida cevrilmalar

Nimuna. Markazi M(1;3;3) ndqgtasinds,

radiusu 2 olan sfera verilmisdir. Markazi | e
koordinat baslangicinda, k=3 amsalli ho- ‘ ™
motetiyada onun cevrildiyi sferanin k
tanliyini yazin. '
Halli: M noqtasina uygun yer vektoru
a\/l(l; 3; 3), M’ négtasina uygun yer vek-
toru OM(x’; y'; ') olsun. Onda tarifa gora

— —
OM’ = k-OM va ya
X;y;2)=3<1;3;3)=(3;9,9) X
Buradan x'=3, y'=9, z'=9. Yani alinmis sferanin markazi M'(3; 9; 9) olur.
Bu sferanin radiusu R = M'P’ = 3MP = 3-2 = 6 oldugundan, onun tanliyi
(x—3)*+ (y—9)*+ (z—9)*=36 olur.

<Y

Oyranma tapsiriglari
|£ Sakilda kubun y oxuna nazaran saat aqrabinin harakati istigamatinda ardicil
olaraq 90°, 180°, 270° donmasi gostarilmisdir. Bu sakillara gora kubun ilkin
vaziyyatinin saklini ¢akin.
- z 2
z T |

i -a‘..f . /l__‘)_-, =T W “=
z/..- 54& Y xr/ T‘gl | 3 .r-“_)y

|£ Paralel kbglirmada A(2; 0; -1) nogtasi A'(4; -3; 5) ndgtasina gevrilir. Bu paralel
kdcirmada: a) koordinat baslangici; b) B(-3; 1; 0) néqtasi hansi ndqgtays
cevrilar?

[w

a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz mustavisina nazaran B(2;3;1) ndqtasina simmetrik
olan néqtanin koordinatlarini yazin.

A(3; 2;5) nogtasi: a) x =4; b) y = 3; c) z=2 miistavisina nazaran simmetriyada
hansi nogtaya gevrilar?

S

P(1; 2; 3) markazli va k = 3 amsalli homotetiyada A(0; —3; 2) néqtasi hansi
noqtaya cevrilir.

Topanogtalarindan biri koordinat baslangicinda, hamin tapadan ¢ixan tillari
isa koordinat oxlarinin miisbat istiqgamatinda olmag]la tili vahid olan kub ¢akin.
Homotetiya markazi koordinat baslangici olan va k=2 amsalli homotetiyada
alinmis kubun tapa néqgtalarinin koordinatlarini yazin.

&
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Umumilasdirici tapsiriglar

.

;{1; -1;2) vaz(Z; -3;-1) vektorlari verilmisdir.
a) Vektorlarin ort vektorlar tzra ayrilisini yazin.

b) Vektorlarin uzunlugunu tapin.

s — —

c) (2a + )-(25’— ) skalyar hasilini tapin.

E Topalari A(2; 3; 4), B(7; 4; 7) va C(—1; 6; 3) noqgtalari olan Ggbucagin. AM

3.

|a.

medianinin uzunlugunu tapin.

P(4;3) noqtasindan kecan diz xatt r?(S; —1) radius-vektoruna paraleldir.
Diiz xattin grafik tasvirini ¢akin va tanliyini yazin.

A(1;-2;4),B(2; 1;-3), C(-5; 0;2), D (3; 4; 0) nogtalari verilmisdir. Talab ol-
unan vektorlari komponentlari ila yazin:

a) AB
b) CD
c)A§+§_)b
d) AC-BC

N
Verilan har bir hal Ggln @ va b vektorlarinin skalyar hasilini tapin.

a)
Jaj&2
b] = 4

M(2; 2; 1) va N {0; 1; 1) vektorlari arasindaki bucagi tapin.

A(2;2; 1) va B (7; -3; 6) nogtalari verilmisdir. AB pargasini 2 : 3 nisbatinda
bélan C négtasinin koordinatlarini tapin. iki hala baxin.

3(4; 2) vo 5(2; -4y vektorlari verilmisdir:
a) bu vektorlari ¢akin; R N
b) hansi daha boyukdir: |a + b|, yoxsa |a| + |b]| ?
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Umumilasdirici tapsiriqlar

lo.

Verilan yukin tasiri altinda iplarda yaranan garilma qlvvasini tapin.

25sm 50sm

b)

15 kqg

20 kq

. Cisma tasir edan 20 N, 55 N va 75 N quvvalar x oxunun misbat istiqgamati ila

uygun olaraq 30°, 45°, 120° bucaq amala gatirir. 9vazlayici qlivvanin istiga-
matini va mitlag giymatini tapin.

. Oyz mustavisi lizarinda olub A(2; 0; 3), B (0; 3;2) va C (0; 0; 1) nogtalarindan

eyni masafada olan négtani miayyan edin.

. m-in hansi giymatinda verilmis nogtalar kollineardir:

a) A(4; 2), B (m; =7), C (6; 4);
b) A(3;-1;0), B(m; 2; 3), C(7; 3;4)?

. 5212; -20; 16) va Rlz; —20; 16) vektorlarinin paralel va ya perpendikulyar

oldugunu miayyan edin.

. Moarkazi (2;3;-1) négtasinda olub (4; -1; 1) ndgtasindan kegan sferanin

tanliyini yazin.

. Mistavi x = 0 tanliyi ila verilmisdir.

a) Mistavinin .normal vektorunuyazin.
b) Bu mustavinin koordinat baslangicindankegdiyini asaslandirin.
c) Bu mistavi Gizarinda olan t¢ néqtanin koordinatini yazin.

. A(-2;0; 3) va B(0; 2; —1) nogtalarindan eyni masafada olan va Oz oxu Uzarinda

yerlasan nogtanin koordinatlarini tapin.

. A(1; -2;7), B(2; 3; 5) va D(—1; 3; 6) noqtalari ABCD rombunun tapalaridir.

C topasinin koordinatlarini tapin.

. ‘Mearkazi M(1; 2; —3), amsali k = 2 olan homotetiyada A(3; 5; 0) noqtasi hansi

noqgtaya cevrilar?
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¢ Funksiyanin nogtada limiti

e Qiymatlar cadvalina va grafikina gora funksiyanin limitinin
taxmin edilmasi

e Limitin varhg

e Limitin xassalari

e Funksiyanin kasilmazliyi

e Trigonometrik funksiyalarin daxil oldugu xsusi limitlar

¢ Sonsuz limitlar va sonsuzlugda limit. Saquliva Gifliqi asimptotlar

e 9dadi ardiciligin limiti

Riyazi liigat
v limit v’ néqtads kasilmazlik
v birtarafli limit ¥ intervalda kasilmazlik
v sol limit ¥ parcada kasilmazlik
v sag limit v gérkamli limitlar
Ylimitin varlig v 'sonsuzlugda limit
v kasilmazlik v adadi ardicilhigin limiti

Bunlari bilmak maraglidir!

Limit latinca“limes” s6zlindan gotlrilib sarhad, gaya manasini
verir.

Limit anlayisi bir-birindan asili olmayaraq ingilis
riyaziyyatgisi va fiziki Isaak Nyuton (1642-1727) va
alman riyaziyyateisi Qotfrid Leybnis (1646—1716) to-
rafindan verilmisdir. Lakin na Nyuton, na da Leybnis
onun riyazi mahiyyatini sona gadar aca bilmamisdilar. ;
Limitin°® dagiqg torifini fransiz riyaziyyatcisi Kosi

vermisdir. Alman alimi Veyerstrasin arasdirmalariisa E
aslinda ciddi nazariyyanin yaradilmasini tamamladi. L] i
.- b




Funksiyanin néqtada limiti

Limit anlayisi riyaziyyatin fundamental anlayislarindandir.
Limit anlayisini tasavviir etmak Uglin asagidaki nimunalari nazardan kegirak.

1. Dairanin sahasi.

Dahi riyaziyyatci va filosof Arximed dairanin sahasini tap-
maq Uglin onun daxilina va xaricina ¢akilmis diizglin coxbu- ®
caqglilarin sahasindan istifada etmisdir. Dairanin daxilina
¢okilmis kvadratin sahasi dairanin sahasindan xeyli kigikdir,
lakin daxila gakilmis sakkizbucaglinin sahasi dairanin  ~~ _—~
sahasindan daha az farglanir. Dairanin daxilina diizglin

16 bucaqli, 32 bucaqgl va.s ¢akilmis olsa, bu goxbucaglinin
sahasi dairanin sahasina daha da yaxin olar. Daxila ¢akilmis
diizglin coxbucaglinin taraflarinin sayini sonsuz artirsaq,
onun sahasi dairanin sahasina sonsuz yaxinlasar. ()
Dairanin xaricina ¢akilmis dizglin ¢oxbucaglinin. da
taraflarinin sayi artdigca onun sahasi ila dairanin sahasi
arasindaki farq kigilir.

Arximedin bu yanasmasi aslinda ‘limit konsepsiyasinin
asasini taskil edir.

L 111 1
’10 ’ 100’ 1000 “ 10000 "’

ardicilliginin n-cicthaddinin disturu bs = % kimidir. Maxracdaki adad boyu-
dikca har sonraki haddin 6ziindan avvalkindan daha kigik oldugu gorinir.
n sonsuz' boyldikca ba-in hansi giymats yaxinlasdigini taxmin edin!

Arasdirma. Uzunlugu 24 m olan moaftilla dizbucaqli saklinds saha shats
olunmalidir. Onun él¢ularini neca se¢mak lazimdir ki, sahasi an boylik olsun?

Halli: Diizbucaglinin uzunlugunu a, enini b ils isars etsak,
perimetri P =2a +2b olar.

Sorto gora <2a +2b=24. Buradan a=12-bh.

a=12 - boldugunu S = ab saha diisturunda nazars alsaq,
diizbucaglinin sahasinin enindan asililigini

S=(12 - b)b va ya S(b) = 12b — b? kimi yazmagq olar.

12-b
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Funksiyanin néqgtada limiti

b-nin ham sagdan, ham da soldan 6-ya yaxinlasan giymatlarinds sahanin
giymatlarini gostaran cadval tartib edak.

b soldan 6-ya yaxinlasdigca b sagdan 6-ya yaxinlasdigca

Eni b |50 5,5 5,9 6,0 6,1 6,5 7,0
Saha | § | 35,00 35,75 | 35,99 | 36,00 | 35,99 |35,75 |35,00

S(b) 36-ya yaxinlasir _ _ S(b) 36-ya yaxinlasir

Demali, b-nin giymati ham soldan, ham da sagdan 6-ya yaxinlasdigca S(b)-nin
giymati 36-ya yaxinlasir. Hom da bu yaxinlasma b-nin giymatlarinin 6-ya neca
yaxinlagsmasindan asili deyil. Bu halda"36 adadina b dayisani 6 adadina
yaxinlasdigda S(b) funksiyasinin limiti deyilir va asagidaki kimi ifada edilir:

lim S(b) = lim (12b — b?) = 36
b—6 b—6

b dayisani 6-ya yaxinlasdiqda S funksiyasinin limiti 36-ya barabardir.

Burada b—6 yazilisi b-nin 6-ya istanilan gadar yaxin oldugunu nazarda tutur,
lakin b-in 6-ya barabarliyi nazards tutulmur. Cadvaldan gorindiyi kimi, soldan
yaxinlagmada 6-dan kicik adadlarls, sagdan yaxinlasmada isa 6-dan boyik
adadlarla 6-ya yaxinlagilir.

S(b) =36 — (b — 6)>saklinda yazmagla da| b— 6| kamiyyati 0-a yaxinlagdigca S-in
giymatlarinin 36-ya yaxinlasdigini gérmak olar.

(a—29; a+09) intervalina a négtasinin o atrafi (6 > 0) deyilir.

d—ni segmakla bu atrafdan olan ixtiyari x-lar tGglin |x — o] masafasini istanilan
misbat adaddan kicik etmak olar . Demali, x— a farqgini da 0-a istanilan gadar
yaxin etmak olar.

Tutaq ki; f(x) funksiyasi a négtasinin har hansi atrafinda (ola bilsin ki,

a négtasindan basqga) tayin olunmusdur. x — a farqi sifira yaxinlasdigda

f(x) = Lfarqgi da sifira yaxinlasarsa, L adadina x = a ndqtasinda f(x) funksiyasinin
limiti deyilir va bg(x_l)lgn f(x) = L kimi yazilir.
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Funksiyanin néqtada limiti

Tarif. Tutaq ki, ixtiyari € > 0 adadina gora els & > 0 adadi tapmaq olar ki,
0 <|x - a| < & sartini 6dayan x-lar Gglin | f(x)- L | < &€ olur. Onda L adadina f(x)
funksiyasinin a néqtasinda limiti deyilir va bu lim f(x) = L kimi yazilir.

X—a

Bunu handasi olaraq qisaca bels izah etmak olar.

ixtiyari € > 0 adadi tiglin ordinat oxu {izarinda YA y=f)

L négtasinin (L—¢; L + €) atrafini gotirakvaL—¢g, L+€ |-___

-
L + € néqgtalarindan absis oxuna paralel xatlar cakak: L sL '___'________:1"1:_ i
eni 2¢€ olan zolaq alariqg. f(x) funksiyasinin N
(a = 6; a + &) atrafinda olan bitiln x-lara (x # a) uy- i E i
gun giymatlari (L — €; L + €) intervalinda, grafiki 0 — X

Q
|
(o4}

Q
Q
+
(og}

iso eni 2e olan bu zolaqda yerlasacak.

Niimuna 1. Limitin tarifindan istifads etmakla I)!Tz (3x—2) =4 oldugunu
gostarak.

Halli: ixtiyari ¢ > 0 adadi geyd edak.l X— 2| < & sartini.6dayan x-lar Gglin

| (3x—2)— 4| kamiyyatini giymatlandirak:

| 3x—2)—4 =] 3x—¢ =3 x-2| <38.

) =% kimi segsak,| x — 2|. < d sartini 6dayan x-lar ligln | (Bx—-12) - 4| <eg
miinasibati ddanacak. Buisa, tarife.gors, |X|_n:; (3x —2) =4 olmasi demakdir.

Limiti mixtalif Gsullarla taxmin va ya miayyan etmak olar.
¢ cadvalo gora e grafiks gora e analitik Gsulla

Funksiyanin giymatlar cadvalina va grafikina gora limitin taxmin edilmasi

Niimuna 2. Qiymatlarcadvali tartib etmakls limiti tapin: Iim2(3x -2)
X—

Halli: x-in soldan ve sagdan 2-ys yaxin bazi giymatlarinda
f(x) = 3x— 2 funksiyasinin uygun giymatlarini cadvalds yazaqg.

X 1,9 199 | 1,999| 2,0 |2,001 | 2,01 |21
flx) | 3,700 3,970| 3,997 | ? 4,003 | 4,030 | 4,300

e <
> -
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Funksiyanin noqtada limiti

Xx-in giymati 2-ya ham soldan, ham da sagdan v
yaxinlasdigca f(x)-in giymati 4-a yaxinlasir. s
ot (2:4)
fix) =3x—2 funksiyasinin grafikini qurmagqla da x- 3+ \
in 2-ya ham sagdan, ham da soldan yaxinlasmasi 2| \
ila bu funksiyanin giymatinin 4-a3 yaxinlasdigini, . mx)=3x—2
“vigildigini” gérmak olar.
Demeali, lim (3x—2) = 4. 2 4
X—2 -1
-2 7;
.. . x2—-1
Nimuna 3. Tapin:  lim vh
x—1 x -1
x2=1 s y=fx
Halli: f(x) = _7 funksiyasi x = 1'néqtssinds tayin S
olunmayib va x # 1 oldugda f(x) = x + 1. /I§<1;2)
x-in soldan va sagdan 1-a yaxinlasmasini gos- b, 3‘_ >
taran giymatlar cadvalini qurag. 0 X

X 1f ksi fiki
» = unksiyasinin grafiki

fix) =

x | 09| 099]| 0999 1 1,001} 1,01 | 1,1
fix) [ 1,9 1,99 | 1,999] 2 | 2,001| 2,01 | 21

- <

Cadvaldan gorindiyd kimi, x-in"giymati-1-a yaxinlasdigca f(x)-in giymati 2-ya
yaxinlasir. Uygun funksiyanin grafikini qurmagla da bu fikrin dogru oldugunu
gormak olar.

Diqgat! Verilan funksiya x = 1 ndqtasinda tayin olunmayib. Lakin bu néqgtada

funksiyanin limitiwvar va bu limit 2-ya barabardir: |im Xz_i =2
x—1X —

Funksiyanin limiti ils funksiyanin verilan noqtadaki giymati anlayislarinin far-
gina diqqgat edin!

Nimuna 4. f(x)= {2' 45 funksiyasinin grafikina YA
1, x=3 4 2, x#3
. i fimitini b) A(3) qi . of W= {1' x=3
gora: a)ngnf(x) imitini; b) f(3) giymatini tapin. O > —
1 °

Halli: a)Funksiyanin grafikindan gorandr ki, x-in giymati 3- ———— b3
. . . -10 12 34 X
9 yaxinlasdigda funksiyanin giymatlari 2-ya yaxinlasir:

lim fx) = 2

b) Funksiyanin x = 3 néqtasinda giymati 1-a barabardir: f(3) = 1
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Funksiyanin néqgtada limiti

Oyrenma tapsiniglari
E Limiti cadvala gora miiayyan edin.

. X 1,9 | 1,99 |1,999 2 2,001 201 ]| 21
a) lim (5x+3)
2 flx)
. x2—4 X -0,1 |-0,01|-0,001f O |0,001f0,01].0,1
b) lim ( )
x—0  X—2 f(x) ?

E Funksiyanin grafikindan istifada edarak talab olunan limiti tapin.

a) lim(4-x) b) lim (x*+2) c) lim (sin mx)
x—3 x—1 x—1
y y vA
4 4 11
3 3
2
1 1 [e) 1\/2 X
%123 avx —‘z—‘10]‘12“347 1

d) lim f(x) e) dim f(x) fAnlim X+2
x—2 2 x—>12 2 1 X— —1 X+2
_184-x x# Ix+2, x#
ﬂ”‘{o,x:z ﬂﬂ_{l,le "
y yA 2]
4 41 i
3 & L L L L L _‘.=A
: 1 e o-1 |91
o 15 3 aN'x o 0 135 4 X :32:

|i Tarafi 24 sm olan kvadratsakilli kartonun kiinclarindan tarafi x sm olan kvad-
ratlar'kasilib ¢ixarilmis, sonraiise qatlanaraq agziaciq qutu dizaldilmisdir.
a)Verilan malumata gors qutunun sxematik tasvirini ¢akin va lzarinda uygun
isaralomalar/aparin.
b) Qutunun hacminin V =4x(12 — x)? disturu ils hesablandigini géstarin.
c) Asagidaki cadvali tamamlayin va x-in giymati 4-a yaxinlasdigda funksiyanin
giymatinin neca dayisdiyini arasdirin. Cadvala géra)!i_g‘\v-ni hesablayin.

X'3/35(39/41|41|45|5

V
Vi
. //
d) <Qrafkalkulyatorun koémayila V(x) funksiyasinin
grafikini siz ds qurun. x = 4 olduqda funksiyanin ——F— 10/15 o
giymatinin maksimum oldugunu grafiks gora yoxlayin. ™7
oo
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Funksiyanin néqtada limiti

Limitin varhgi. Birtarafli limitlar.
Bazan x dayisaninin a-ya yalniz bir tarafdan (sagdan va ya soldan) yaxinlasdigi

hallara baxmagq lazim galir.

Sol limit. x-in giymatlari a-dan kicik galmagla a-ya yaxinlasdiqda

fx) — Lfarqi sifira yaxinlasirsa, L adadina f(x) funksiyasinin a négtasinda soldim-
iti deyilir va lim_f(x) kimi yazilir.

Sag limit. x-in giymatlari a-dan boyik galmagla a-ya yaxinlasdigda
f(x) — L farqi sifira yaxinlasirsa, L adadina f(x) funksiyasinin a nogtasinds sag
limiti deyilir va lim_f(x) kimi yazilir.

f(x) funksiyasinin sag va sol limitlari varsa va barabardirss,
onda x = a néqtasinda f(x) funksiyasinin limiti var ve
lim f(x) =lim_f(x)=lim f(x) barabarliyi dogrudur.

X—a

Bu taklifin tarsi do dogrudur. | Tars taklifi sizyazin!
Hissa-hissa verilmis funksiyalar tGizarinds sol va sag limiti arasdiraqg.

X2, x<2
Nimuna 5. f(x)={, x22

v

funksiyasinin x = 2 ndgtasinda sol va sag limitlarini tapin.

Halli:  Sol limit: lim f(x) = lim x?= 22= 4
X=2" x—2
Sag limit: lim f(x)=Ilim x=2
x—2* x—2*

Sag va sol limitlar barabar olmadigr tgln, verilan
funksiyaninix = 2 nogtasinda limiti yoxdur.

X%, x<1
Niimuna 6. f(x)= jx , x21 » funksiyasinin x'= 1

noqtasinda sol va sag limitlarini tapin.

Halli: 5ol limit: lim f(x) = lim x2= 12=1
x—1" x—1"
Sag limit: lim f(x)=lim x=1
x—1* x—=1*

limf(x) = limfix)= limf(x)=1 funksiyanin qiymati: f{1) =1 :_2

x—1" x—1t

i 1
Siz ara;dlrln;H 3 s o 0 4—x2 x>1
’ = X) =
a) fX)=19-_x x>3 x2+3, x<1
funksiyasinin grafikini qurun. funksiyasinin grafikini qurun. x =1
x = 3 noqtasinda limitinin olub- nogtasinda  limitinin  olub-
olmadigini yoxlayin. olmadigini yoxlayin.
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Funksiyanin néqtada limiti

Funksiyanin négtada limitina verilan tarifds y
a va L adadlarinin sonlu oldugunu nazards tutmus- 1
dug. Lakin a va L (biri va ya har ikisi) sonlu olmaya
bilar.

U S .
lim — limitini nazardan kegirak. 2t
x—0 X

Qrafikdan da gorindiyd kimi, x-in giymati soldan —
va sagdan sifira yaxinlasdigca, f(x)= 2 So2 A _?,,
funksiyasinin giymati sonsuz boyuydr.

Demali, |x-in giymatini kifayat gadar kigik gotiirmakla f(x) funksiyasinin
giymatinin istanilon adaddan boyiik olmasina nail ola/bilarik.
Masalan,

1 1
0<|x| < 0 @ flx) =2 > 100,

1

1 _

0< |x| < > flx) = >1000000
X <1000 X

[x-in qgiymati kigildikca funksiyanin giymati qeyri-mahdud boyuydr.

1
%) funksiyasi x—0 oldugda sonsuz boyiyandir. Bu bels yazilir: Iim—l2 =00
0 X

X—

Oyranma tapsiriglari

|i Verilmis funksiyalarin grafiklarindan istifade edarak limitlarini (agar varsa)
tapin. Limit yoxdursa, sababini izah edin.

6, 1 243, 0
1) F0=Ag ) et AfM=11"2 so
a) lim flx); b) lim fx);"c)lim f(x) a) IiT_f(X); b) Iin;j(X); C)Iingf(X)
E Funksiyanin grafikina gora talab olunan limitlari
tapin. YA
a) lim f(x) b) lim f(x) ! N
x— — 4% x—=2* 1 X
c) Iirr:)f(x) d) Iimlf(x) N
e) lim f(x) f)lim f(x) |

|i Verilan sartlari 6dayan har hansi f (x) funksiyasinin grafikini ¢akin.
a)f(-1)=3, f(0)=-1, f(1)=0va Im f(x) yoxdur.
b) f(-2)=4, f0) =5, f(2)=0va lim flx)=2.
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Limitin xassalari

Funksiyanin limiti haqqinda asagidaki takliflar dogrudur.

e f(x) funksiyasinin a néqtasinda limiti varsa, yeganadir.

Sabitin limiti. y fix)=c

f(x) = ¢ sabit funksiyas t¢dn lim f(x) = I|m c=c. _c|

e Sabitin limiti 6ziina barabardlr i

NiUmuna. Iirr31 7=7, ler’r; 5=5 0 X—d—x X
y f(x)=x‘

e Eynilik funksiyasinin limiti.
f(x) = x eynilik funksiyasi Giglin XILTX= a a

Nimuna. limx=-5
x— =5 X

X—=g=—X

Funksiyanin limitini taparkan asagidaki xassalardan istifada edilir.
ogar L, M, a haqiqi adadlar va ULT),f(X) =L, le_ry7 g(x) = M, olarsa, onda:
1. Comin limiti: lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) #limg(x) =L+ M

iki funksiyanin caminin limiti onlarindimitlari camina barabardir.
Numuna. lim (x+6) = limx +lim6=3+6=9

2. Farqin limiti: lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) = lim g(x) =
iki funksiyanin farqinin limiti onlarin limitlari forqina barabardir.

Niimuna. I|m(11 x)-Ilm 11—I|mx 11+1=12

3. Hasilin limiti: Ll_r]'l [f(x) - g(x)] =)[Ln2 f(x) )!El;\ g(x) =

iki funksiyanin hasilinin limiti onlarin limitlari hasilina barabardir.

Xususi halda alirig ki;™ lim.c-f(x)=c-lim f(x).

Yani, sabit vurugu limit isarasi xaricina ¢ixarmagq olar.
Niimuna. )Im; (=2x) = (=2) :limx= —2:5=-10

4. Nisbatin limiti: lim —— flx) M =L,
x—a g(x) Ilng gx) M
iki funksiyanin nisbatinin limiti, bélenin limiti sifirdan farqlidirsa, limitlarin
nisbatina barabardir.

M=#=0

Niimuna. I|m(X+ ) I|m(x+5) I|mx+I|m5 245 l-35

=2 4-x lim (4 - x) I|m4—I|mx T 4-2 2
5. Qiivvatin limiti: ||m [f(x)]”-[llmf(x)]"-L" neN

Xususi halda, lim x"= a"

b 2 im2 >

) ¢ ~ . . Z X— _ <

Niimuna. a)XILr?Ox4— 10%= 10000 b)XILnQ XX limx® 27
x—3
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Limitin xassalari

Verilmis takliflar asasinda asagidaki naticays galmak olar.

Coxhadli va rasional funksiyanin limiti

istanilan P(x) coxhadlisi tictin lim P(x) = P(a).

istanilan P(x) va Q(x) coxhadlilari tigiin Q(a) # 0 olduqda
P(x)  P(a)

Im~ax)~ "Q(a)

Nimuna. Iin; (3x*+4)=3 Iim2x2 + Iim24 =3-(2)2+4=16

Goriindiiyi kimi, rasional furiksiyanis, maxraciZ =1
olduqda sifirdan farqglidis demali, yuxarida verilon
xassani tatbiq edaybilarik:

o 2
Niimuna. |jq, 2X°*+x+1
x>l x+1

lim 2X*+x+1  2:(1)2+1+1
=t x+1 7 1+1

Gostarmak olar ki, dayisenin mimkin giymatlerinds  lim {p(x) = VP(a)
Niimuna. lim Vx—-1=V5-1=2

Oyranma tapsiriglari
|1. Limitin xassalarini tatbiq etmakla hesablayin.
a) Iin’; 8 b) Iirr61 X <) Iin; (3x—4) d) Iim_27x2

& 1) lim f(x) =2 va lim g(x) = 3" olarsa, tapin:

a) lim (5g(x))  B)Jim (flx) +g(x))  e)lim (fx)g(x))  d)lim %
. 3 ; 1
2) XILrpf(x) =57V )!Lrp g(x) = > olarsa, tapin:
a)lim (4f(x)) b) lim (flx) - g(x)) c) lim(fix)gx))  d)lim %
|i Limitin xassalarindanristifads etmakla hesablayin.
1)Ji_)r;1 (—4x? + 2x=5) Z)Xﬂgn (1+ x—x3) 3)Xﬁrp1 (x> —4x +1)
4) XILrTJ2(5x3 +6x2—38) 5) JLnja(sz +4x +1) 6) 11711 (3x3 — 2x2 +4)
|4. Limitlari hesablayin.
a)im By () )i (x-17
d) lim \3x + 1 e) lim A Alim¥x+1

x—7
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Limitin xassalari

E Limitlari hesablayin.

; X ; 3x c)lim x*-4
a) lim 2 b) lim =7 Jim X=2
N | x4 £ lim X’ =4
d)lim 2 e im 217 e

|& a) x = 2 négtasinda tayin olunmus, lakin x—2 olduqda limiti olmayan har hansi
funksiya grafiki tasvir edin.

b) x = 2 néqtasinda tayin olunmayib, lakin x—2 olduqda limiti olan har hansi
funksiya grafiki tasvir edin.

Limiti hesablamanin bazi tisullari

Rasional ifadanin surat va maxracini vuruqlara ayirib, ixtisar aparmagla lim-

itin tapilmasi
I X3=2x* . ... . 0 ... L .
lim —2 limitini x = 2 yazmagqla hesablasagq, 0 kimi. geyri-miayyanlik

alinar.

/

Bu halda rasional ifadanin surat va maxracini imit 4-diir
vuruglarina ayirib ixtisar etmakla sadslasdirak va

uygun ekvivalent ifadani yazmagla limiti tapaq:

X3—2x2 . Xf_q_/g): ”"2‘ X =22 =4,

y=g(x)

lim = lim

x—2 X — X—2

Oziinii yoxlal Rasional funksiyalarin limitlarini (sgar varsa) hesablayin, yox-
dursa, sababiniizah edin.

2 2
lim X lim,__ X'=25 = lim X~ 10x+25
a) X5 ?5 b) Xx—5 2—4x—5 C) X—5 ¥2— 5x

Radikaldan azad etmakla limitin tapilmasi

lim \Vx2+4-2. Suratiradikaldan azad etmakls limiti hesablayaq.

x—0 X2
lim Ve+4-2 " \x+4-2 eia+2 X+4-4
woo ————— =lim > . =lim =
X x—0 X V2 +4+2 =0 (2 +4+2)
X2
:||m — =
=0 x2(\x2+4+2) im1
im
= ||m 1 = x>0 - = 1 = l
>0 x4 442 lim Ve +4+limy 242 4

Limitin xassalari tatbiq edilir
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Limitin xassalari

|L Rasional funksiyalarin limitini (agar varsa) hesablayin, yoxdursa, sababini izah

edin.
a) Iirr; (—4x) b) Iirr51 (=) c) Iirpzx2
d) lim (x* = 4x + 1) e) lim (-5x° + 6x + 8) f) Jim (£ +4)°

2

. _ ) lim Xt+5 T x=6
g lim(3t-1)5e+2)  h) [ 52 ) v

. X100_1
8. lT] x—1 =100 oldugunu bilarak:

lim X -1 b) Iir’q x-1 . lim (x1°—1)?

a) 1 -1 ' —1 ' c) i (x—1)2

limitlarini hesablayin. Har bir hesablama addimi tGzarinda limitin xasalarini
gostarin.

|i Funksiyanin tayin olunmadigi néqtalari geyd edin. Funksiyanin grafikina géra

talab edilan limiti (agar varsa) tapin.
3

28 +x o xX*=3x X=X ~ X
o= ——— h= —— @)= ——1 » fl= —
y y
3
2
1
-2 -1 1 -2-1 1 x
a) iy o a) T a) 03¢0
b) ,fim 9 b) i3 ) b) Slim ¢ (x)
|10. Limitlari hesablayin.
X+2
 Ax—12 i 2X—4 lim
a) lm —X—3 b) )I(m x—=2 C) X—=2 X2_4
L x2Aq . X2—4 . X2=13x
d)lim 25 e)lim lim
2 2 _ v 2 _ —
1 i X+ 2x-3 h) lim X—X—6 i) lim x*—3x-10
X— X% — Xx—3 XZ_ X——2 X2+5X+6
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Limitin xassalori

|1_1_ Muxtalif Gsullari tatbiq edarak limitlari hesablayin.

1) Iirr21 [(x+1)?(3x—1)3] 2) Ii[rll [(x+2)(3x+2)]
o x—2 _ x-3
e Ly
5) lim (—-— 12 6)lim (—L+ —2 )
=2 x—12 X3_8 x>=3" x4 3 X2—9
7) lim Ax-1 8) lim _Vx+3-3
x—1 X2_1 X—6 X—6
9)lim _N1+x=1 10) lim 6+x=4
x—0 X x—0 X
T 3
11) lim \x-1-2 12) lim _Vi#x=1
X—5 X—5 x—0 X

|1_2. Funksiyalarin limitlarini hesablayin.
1) fix) =5-x, gx) = x°

a) lim f(x) b)lim g(x) c)lim g(f(x))
2)f(x)=x+7, g(x) = x?

a) lim _f(x) b) lim g(x) c) lim_ g(f(x))
3)fix)=4-x% gX)=\x+1

a) lim f(x) b) lim g(x) c) lim g(f (x))

Tatbiq tapsiriglar

Niimuna. Eynsteynin xUsusi nisbilik nazariyyasina gors stikunatda
olan misahidaciya nazaran harakatds olan cismin sirati artdigca \
uzunlugu kigilir. ©gar cismin uzunlugu sikunat halinda Lo, i

stkunatda olan obyekta nazaran v siratli harakatda isa L olarsa,
y V2 Lo
Lova L arasindakrasililig L=Lo\ 1— = kimidir.

Suni peykin slirati isiq suratina yaxinlasdigda peykin uzunlugu
hagginda na demak olar?

Halli: Bu halda biz, lim Lo\]l— Z_z -ni hesablamalyiq:

vV—C

lim Lo \]1— g—j = Lo\ 1—5—2 =Lo=0.

Demali, stikunatda olan obyekta nazaran peykin siirati isiq sliratine yaxinlasdigca
uzunlugu kigilarak sifira yaxinlasir.
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Limitin xassalari

|13.

|15.

|17.

Mstavinin fokus adlanan iki nogtadan masafalari comi
sabit qalan butin noéqtalari ¢oxluguna ellips deyilir.
Boyuk diametri 2a, fokuslari arasinda masafa 2c¢ olan
ellipsla  hiidudlanan sahs maVa?-c? dusturu ila
hesablanir. ¢ — 0 oldugda sahanin limitini hesablayin.
Bu limitin manasini izah edin.

. Golun suyunu girklandiricilarden p% tamizlamak lgln talab olunan pul

25000p

vasaitini (min manatla) ¢ =
100 -

, (0 < p < 100), dusturwils hesablamagqg
olar.
a) Golun suyunu cirklandiriciloardan 50% tamizlamak lgiln talab olunan pulu

hesablayin.

b) 100 milyon manata golin suyunu cirklandiricilordan ne¢a faiz tamizlamak

olar?
c) Iimogi-ni hesablayin va manasini izah edin.
p—100~
Qrafik kimyavi maddanin (min kilogramla) P(x)
satisindan alds edilan.galiri gostarir. Qrafik- 2000 ¥10;1500]
= ; £ i dovi
den istifade etmakla talab olunan limitlari 1500 + ey
hesablayin (agar varsa). 2 1000 fpirinci
. . 5 dayisma/ (10;1000)
a) lim P(x) b) lim P(x) S eoo |
x—6 x— 107
c) lim P(x) d) lim P(x) L
x— 10* Xx— 10 (o] 56 10 15 20 X

maddanin migdari(min kg-la)

. Poct mantagasi tacili gondarmak Ugiin kitlasi an ¢coxu 0,3 kilogram olan barat-

lar gabul edir. Baratin kitlssi 0,1 kg-a gadar oldugda 20 manat, 0,1 kg-dan
¢ox har 25q (va 25-a gadar) (iglin isa alave 2 manat alinir. Kitlasi x kg olan

baratin gondarilma giymatini M(x) ila isara edin va talab olunanlari tapin.

a) Imy(x) b) ImM(x) c) Iim);\_/l(x) d) M(0,3)
e) lim M(x) f) lim M(x) g)limM(x)  h)M(0,25)

x-in bitln giymatlarinda 8 — x? < f(x) < 8 + x? sarti 6danirss, Iirg flx)-i
tapin.
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Funksiyanin kasilmazliyi

Funksiyanin kasilmazliyini sada formada asagidaki kimi da izah etmak olar.
9gar har hansi funksiyanin grafikini galami varaqdan ayirmadan ¢akmak
mimkiandurss, bu funksiya kasilmaz funksiyadir. 9ks halda grafikin kasilma
nogtalari (sigrayis nogtalari) adlanan noqtalari var va bu funksiya kasilandir.
Kasilan funksiyanin grafikini galemi varagdan ayirmadan bir dafaya ¢akmak
mumbkin deyil.

Funksiyanin noqtada kasilmazliyi. Funksiyanin ndgtadas kasilmaz olmasi {glin
grafik bu noégtada girllmamali, grafikds sigrayis olmamalidir. Qrafiki asagida
verilmis funksiyalarin x = c néqtasinda ya qirilmasi, ya da sigrayisi var. Demsali, bu
funksiyalar x = c ndqtasinda kasilandir. Bu hallari nazardankegirak.

YA f(c) tayin y A )/(iﬁ]Z(x) y A

! . :
| edilmamisdir | méveud deyil
! ' '

I ; u .
: —d ! :
:

1

1

St

lim f(x) # f(c)

X—C

O = =

f

[

1

X

Q
o
o

Qrafiklardan gorindiyd kimi, asagidaki hallarda funksiya x ='¢ négtasinda
kasilan olur.

1. Funksiya x = ¢ ndqtasinda tayin olunmayib, lakin onun muayyan atrafinda
tayin olunub.

2. f(x) funksiyasinin x = ¢ nogtasindalimiti yoxdur.

3. f(x) funksiyasinin.x = ¢ nogtasinda limiti var, lakin f(c)-ya barabar deyil.

Funksiya grafikinin kasildiyi ndgtanin absisina kasilma noqtasi deyilir.

Yuxarida gostarilan sartlardan hec biri 6danilmadikda funksiyanin x = ¢
noqtasinda kasilmaz oldugunu demsak olar.

Funksiyanin néqgtada kasilmazliyi. f funksiyasinin ¢ néqgtasinda kasilmaz
olmasi Uglin asagidaki‘li¢ sart 6danmalidir:

1. Funksiya x = ¢ noégtasinda tayin olunmalidir;
2. lim f(x) limiti olmahdir;
X—C

3. lim f(x) = f(c) barabarliyi 6danmalidir.

X—C

Niimuna. Asagidaki funksiyalarin kasilmazliyini arasdirin.

x<1

x2—1 X,
b)f(X)_ XZ' X>1

x -1

a) glx) =
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Funksiyanin kasilmazliyi

2
Halli: a) g(x) = x-1
X a—

funksiyasinin grafikindan goériandr ki,

x-n giymatlari 1-a yaxmlgsdlqda funksiyanin limiti var va

2-ya barabardir: lim =2
x—1 x —1

Lakin x = 1 giymatinda bu funksiya tayin olunmamisdir.
Funksiya x =1 noqgtasinda kasilandir. g(x) =

Qeyd edak ki, funksiya x = 1 noqgtasindan basqga bitin haqiqi oxda tayin

edilmisdir vo kasilmazdir.
X2, x<1
b  )=1x  x>1 A

Qrafikdan goriindiyd kimi, x-in giymatlari 1-8 yaxin- 1,
lasdigda funksiyanin limiti var va 1-a barabardir, ham.da 13
x =1 oldugda funksiyanin giymati da 1-s barabardir. 12

funksiyanin limiti:  lim f(x)=1 4032 N\| A 2 34
x—1 '

funksiyanin giymati: f(1) =1

x—1 olduqgda funksiyanin limiti, funksiyanin x = 1 noqtasindaki> giymatina
barabardirx: Iilm fix) = f(1). Demali, funksiya x = 1 néqtasinda kasilmazdir.

Oyranma tapsiriglari

|£ Funksiyanin grafikinagéra x = ¢ nogtasinds kasilmazliyini arasdirin.
y

E Qrafikina gors funksiyanin x = a kasilma noqgtasini miayyan edin va asagida-
kilari tapin (agar varsa).
a)fiay  b)lim, fix); ) lim _(x)

|i Funksiyalarin kasilma noqgtalarini (agar varsa) miayyan edin.

» il o) fix) =x>—9x+18 d)fix)= X;X

a)fix)=x*—4x>+7 b)f(x)=
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Funksiyanin kasilmazliyi

Funksiyanin intervalda kasilmazliyi
Torif. (a;b) intervalinin har bir négtasinda kasilmaz olan

funksiyaya bu intervalda kasilmaz funksiya deyilir. \

Funksiyanin parcada kasilmazliyi [
Toarif. f(x) funksiyasi [a; b] pargasinda tayin olunub, (a;b) O 4
intervalinda kasilmazdirsa vaxlirglf(x) = f(a), Ixiinb_f(x) =f(b)

olarsa, f(x)-a [a; b] parcasinda kasilmaz funksiya deyilir.

X

[ '

istanilan goxhadli funksiya biitiin adad oxunda kasilmazdir..Rasional funksiya
maxracin 0-dan fargli oldugu bitiin nogtalarda kasilmazdir.

y =sinx, y = cosx, y = a* funksiyalari bltiin hagiqi oxda,

y =tanx, y = cotx, y = log_x funksiyalar tayin oblastlarinda kssilmazdir.

Parcada kasilmaz funksiyalar hagqinda asagidaki teoremlar dogrudur.

Veyerstras teoremi. Parcada kasilmaz funksiya 6ziiniin an boyiik va an kigik
giymatlarini alir.

y
Kosi teoremi. y = f(x) funksiyasi [a; b] parcasinda g, b . /X
kasilmaz olub, onun uc néqtalarinda aks isarali giymat- ;
lar alirsa, [a; b] pargasinin daxilinds, he¢ olmasa bir nog- ;

i o e
tads, sifira gevrilir. f(a)}‘ 77777 UC

Natica. Pargada kasilmaz funksiya an kicik vaan boylik giymatlari arasindaki har
bir giymati alir.

Bu teoremin tatbiqi ilo asagidaki tip'masalalari hall etmak olar.

Nimuna 1. Kubu 6ziindan bir vahid boyik olan haqiqi adad varmi?
Halli: Axtarilan adad x = x3 -1, yani x> —x — 1 = 0 tanliyini y
odamalidir. Masalani hall' etmak Uglin f(x) = x> —x — 1 1} /

funksiyasini arasdiraq. Funksiyanin qrafkalkulyatorla — 0 5 >
qurulmus grafikinden gorindiyd kimi, x-in 1 va 2 W

giymatlarinda<funksiyanin qiymatlari aks isaralidir.
Dogrudan da, f(1) = -1 < 0, f(2) = 5 > 0. Onda Kosi
teoremina gors, ela ce (1;2) adadi var ki, f(c) = 0 olur.

Bu ¢ adadi x> —x — 1 = 0 tanliyinin koki olub, axtarilan adaddir.

Funksiyanin (a; b) intervalinda kasilmazliyina gora onun [a;b] parcasinda kasilmaz
oldugunu hokm etmak olmaz.
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Funksiyanin kasilmazliyi

Niimuna 2. f(x) = % funksiyasinin kasilmazliyini aragdirin.
X yA

Halli: Qrafikdan gorindiy kimi, x sagdan 6-ya yaxin- 4 |x— |
lasdigda funksiyanin limiti 1, soldan yaxinlasdigda isa 2 flx) =

—1-dir: 11 o—
lim ) J_| S, Jim flx) = i%L W BEEREEY
x— 6% X— -

ol
Yoni,x=6 noqtasmda funksiyanin limiti yoxdur.
Verilan funksiya x = 6 néqtasinda kasilandir, (—oo; 6) va (6;+c0) intervallarinin har

birinda isa kasilmazdir. x+2,x<0

N.l.xmuna. 3 Viarllan f(x? funksiyasinin kasilma fix) = 4 250€x5 1

noqtalarini miayyan edin.

Halli: X+2,x>1

y = x + 2 xatti funksiyasl, y = 2 sabit funksiyast, y = x> + 2 coxhadli funksiyasi x-in

har bir giymatinda kasilmazdir. Demali, kasilmazlik yalniz x = 0 ve x = 1 "kegid”

nogtalarinda pozula bilsr.

ovvalca x = 0 néqtasinda funksiyanin kasilmazliyini asagidaki addimlarla

arasdirag.

1. Funksiyanin giymati. x = 0 négtasinds funksiya tayin olunmusdur va
fl0)=0+2=2

2. Limitin varhgi. Iir(r)1_f(x)—in varhigin miayyan etmak tglin funksiyanin sag (x—0°)

va sol (x—0 ) limitlarini arasdiraq. Soldan 0-a yaxinlasdigda x-in giymatlari

0-dan kigikdir va bu halda Iing_f(x) = Iirg_(x+2) =

x-in giymati 0-a sagdan yaxinlasdigda.sifirdan boyiik olur va bu halda

Iirrzﬁf(x) = Iin?)+2 =2:Demali, Iirraf(x) =
X— X— X—
3. Verilmis noqtada limitin va funksiyanin qiymatlari.

/‘(X) =x42, x>1
12345 x

flx) =2, 0<x<1

lim)f(x) =f(0) oldugu Gglin x =0 nogtasinda funksiya

kasilmazdir.
! Verilan funksiyanin x = 1 ndqtasinds kasilmazliyini siz fix)=x+2,x<0

arasdirin. Naticani grafikla yoxlayin.

Oyranma tapsiriglari

|i Har bir limiti verilan-har bir grafike géra miayyan edin.
Funksiyalarin kasilmazliyini arasdirin.

a) lim f(x) b) lim_f(x) c) lim f(x)

x—c*t
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Funksiyanin kasilmazliyi

E Verilan funksiyalarin kasilma ndqtalarini miiayyan edin. Bu noqtalarda limit
varsa, tapin.

x2—25 |x+2] _ 5+x
x+5 SpX=— "5 Af=——

Df=—X=% 2fxn=
xX—2

|& Funksiyanin verilan ifadasini sadalasdirin. Qeyd edilmis négtada funksiyanin
kasilmazliyi hagqinda fikirlarinizi yazin.

a) f(x):))(:;; ,x=-3 b) £(x) = ﬁ:i ,x=1
¢ fix) = \7(7__42')(:4 d) fix) = x3—4x;2—_1:x+30 x=2

|L Funksiyanin verilan araligda kasilmaz olub-olmadigini miayyan edin.

1) flx) = Xg)ig 2) fix) = %

a) (=2; 2] b) [-4; 3] a) (0;1] b) [-1; 1]

|i Agiq tipli sual. Verilan sartlara uygun har hansi funksiyanin grafikini ¢akin.
Baxilan néqtada funksiyanin kasilmazliyi-hagqginda yazin.

a)XIer;+ fx)=1 vaXI_iT_ flx) =1 b) Ier;+ flx)=2va Ier;_ fix)=1

|& Qrafiklari verilmis funksiyalarin hansi araligda kasilmaz olduglarini miayyan
edin.

_ X+_1
fix)= X2+ X +2 fx)= x
y
4
3
2
1
O 1234 X
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Funksiyanin kasilmazliyi

|10.

|11.

a) Verilmis funksiyanin grafikini qurun.
b) Funksiyanin kasilma noqtalarini gostarin.
c) Kasilma noqtalarinda funksiyanin sag va sol limitlarini tapin.

1) 1, xX<-=-2 2) x-1, x<1
fix) =) x+3, -2<x<5 f(x):’(LO, 1<sx<4
7, x>5 x—-2, x>4

1) Kosi teoremi va ondan ¢ixan naticani tatbiq etmakla gostarin ki, funksiya
verilan araligin miayyan noqtasinda verilmis giymati alir.

a) fix)=x*+x-1, [0;5], f(c)=11

b) f(x)=x*—6x+8, [0;3], f(c)=0
2) f (x) = x> — 3x + 1 funksiyasinin: a) [-2; —1]; b) [-1;1]; c) [1;2] pargasinin uc
noqtalarinda giymatlarinin isarasini miayyan edarak x*—3x + 1 = 0 tanliyinin

verilmis parcada kokiintin olub-olmadigini arasdirin.

. Avtomobil kiraya veran sirkat 12 glnliik kiraya haqqini asagidaki kimi miayyan

etmisdir:

1 glindan 5 glina gadar middatda gundalik 28 manat kiraya haqqi alinir, 6 va
7-ci glin pulsuz istifada edilir, sonraki glinlarda yenidan giindalik 28 manat alinir.
F(t) funksiyasi, t (0 < t < 12) glin arzinda 6danilan mablagdir.

1)F(t) funksiyasinin asagidaki ndqtalardaki giymatlarini hesablayin.

a)t=4 b)t=5 c)t=6 dt=7 e)t=8
2) a) Iirr;F(t) b) Iirr;_F(t) limitlarini tapin.

3) t-nin hansi giymatlarinds F(t) funksiyasi kasilandir?

. Tadgiqatgcilarin apardiqglari arasdirmalarin _naticasine gora broyler toyug-

larinin kitlslarinin (gramla) artmasini ilk 56 glinda asagidaki funksiya ila ifada
etmak olar.

47,68 + 3,6t + 0,6t>+ 0,01t3, ogor 1 < t < 28
M(t) = -1004 + 65,8t, 9gor 28 < t<56

a) 20 ginlik broyler toyugunun kitlasini tapin.

b) t—=28 oldugda funksiyanin sag va sol limitlarini tapin. t = 28 noqgtasinda
M(t) funksiyasi kasilmazdirmi?

¢) Na lgin tadqgigatgilar broyler toyugunun kitlasinin dayismasini glinlarin
sayindan asili olaraq iki mixtalif dusturla ifade etmaya ehtiyac duymuslar?
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Triqgonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlar

{ Trigonometrik funksiyalarin limiti }

limsinx =sina lim cosx = cosa
Xx—a Xx—a
lim tan x = tana lim cotx = cota
X—a X—a

a adadi trigonometrik funksiyanin tayin oblastina daxildir.

Niimunalar: Iirr01 sinx=0 Iirrol cosx=1 Iirro1 tanx= 0
X— X—> X—>

Birinci gorkamli limit

fix) = S'—)?X funksiyasinin x = 0 néqtasinda limiti var va bu limit 1-a

. . sinx
barabardir: lim =
x—0 X

1

x-in haqiqi adad va ya bucagin radian él¢istioldugunu nazars alarag, x—0"

sartinda tartib edilmis giymatlar cadvalina gora f(x) = sinx funksiyasinin
giymatinin 1-a yaxinlasdigini taxmin‘etmak olar. X

x—0t 0,1 0,01 0,001 0,0001
flx) 0,99833416 | 0,99998333 | 0,99999983.| 0,99999999

in (- —sin x i
fl=x) =S'n_¥: = sn;x = f(x), yani verilmis funksiya ct funksiya

oldugundan x—0~ sartinda da SINX

—1 olur.

fix) = S';X funksiyasinin grafkalkulyatorla qurulmus
grafikindan da gorinur ki,

i sinx _

x—0 X

Qeyd edak ki, )!Lrg sin(1/x)  limiti yoxdur.©Qrafkal-
kulyatorla qurulmus grafikdan gériindyu kimi, funksiya
tak funksiyadir, periodik deyil. x-in giymati 0-a yaxinlas-
digca funksiyanin giymatlari —1 va 1 arasinda dayisir.

Niimuna 1.4 lim &sz limitini tapin.

. i SIN2X _ i 25IN2X _ 5 SIN2X _ 5 q_
Halli: lim " lim 222222 = 2]im P 2:1=2

x—0 2X x—0
. sinkx . . . . t y
| |II’T;I) = k oldugunu gostarin. t = kx isara edin va x = oldugunu
X—
nazara alin.
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Triqgonometrik funksiyalarin daxil oldugu xiisusi limitlar

i 10x — 3sinx S
Niimuna 2. lim — limitini tapin.
. ~ 10x—3sinx 10x 3s|nx
Halli: )I{'_r,n X =X_,(|,m [ X Ifada iki kasrin farqi saklinda yazilir .
=lim &_ 3lim 3sinx Fargin limiti xassasi tatbiq edili
x—0 X x—0 X
=1im10 - 3lim sinx Limiti hesablanir.
x—0 x—0
=10-3-1=7
Niimuna 3. lim 1_$= 0 oldugunu gostarin.
Halli:  lim 129X < |im,
x—0 X x—0
. 1 - cos*x
=lim ————_
x—0 Xx(1+cosx)
. sin?x
=lim —
x—0 X(1+cosx)
smx sinx
=lim e —
x—0 1+cosx

N " sinx . sinx ’
- I)!m) X le—qg 1+cos

Oyranma tapsiriglar

|_ Limitlari tapin.
1. lim sin

X—T,

3. lim cos ™
X—2

. . 1-tanx
4.lim lim ——————
—n/4  SiNX—COSX
2.
sin3t 3. lim tanx
2t x—0 X
sin% 6. lim -SIN2X_
X2 x=0  sin3x
3(1- cosx) 9. lim L=cosx
X x—0 2X2
Cc0S3Xx — cosx 12. lim X
X2 =0  Sin5x—sin3x
smx ) lim sin(x—1
X—T ¢ —»1 X2 +2x—-3
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli va lifiigi asimptotlar

1. Sonsuz limitlar.

Niimuna. $akilda verilmis f(x) = 32 funksiyasinin gra- : o3
fikinden do goriundlyl kimi, x-in giymati 2-ya sagdan A i
1\ x—2
yaxinlasdiqca y-in giymati sonsuz boyiiyiir. Yoni 2r
lim——5=+0 T ZU,I A6 %
x—27 3 - :
x-in giymati 2-ya soldan yaxinlasdigca y-in giymatimanfiol- 2"~ Jifn - =
X—2 -

magqla modulca sonsuz boyiiyir. Yani I|m_—2= -0

Sol va sag limitlar mixtalifdir, verilan funksiyanin x = 2 ndqtasinda limiti yoxdur:

Sakilda grafiki verilan f(x) funksiyasl isa hagigi adadlar goxlugunun
a adadinin miayyan atrafinda, a ade-

dindan basqa, bitiin giymatlarda 4
tayin olunmusdur ve x—a olduqgda

YA
x=a

y=g(x)

»

lim f(x) = o0 kimi yazilir. /

fix)— oo. Bu, limitla E

Oxsar yanasma ila g(x) funksiyasi
Ggtn da lim g(x) =—0 x=a

Q Vi

limiti funksiyanin sonsuz dayisdiyini gostarir. Funksiyanin.sonsuz dayismas
itin kdmayila asagidaki 6 hal ila ifads etmak olar.

><v

ini lim-

Saquli asimptot. lim f(x) = +o0 lim g(x) = —o0
lim_ f{x)=+0 Iim+g(x) =
Iim_f(x) = +00 Iim_g(x) =

saquli asimptotudur.

minasibatlarindan har hansi biri 6denarsa, x/= a diiz xatti f(x) funksiyasinin

Niimuna. Verilan grafiklara géra x = 1 néqtasinda sag va sol limitlari ara§d|r|n.

","<

d
b) Y : C) il_/ f = __ )
3T = %1

! L !

14

(X) X_l)z

s !
T T T T T o N 1l o4
2 20 T 5 53X 2T 2

T : 1 -3 : 34




Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli va (ifligi asimptotlar

1
Halli. a) ||m i— —00 VO |im ——=+o00 Funksiyanin limiti yoxdur, lakin sag va sol
~x-1 xo1r X=1 limitlar funksiyanin neca dayisdiyini gdstarir.

b) lim W: + 00 Funksiyanin ham sag, ham da sol limiti
x=>1 +o0 -dur
li -+ o0 l -1 - — o Funksiyanin limiti yoxdur, lakin sag va sol
c) er x=1" Vo XLT+ x=1" limitlar funksiyanin neca dayisdiyini gostarir.
; —__1 Funksiyanin ham sag, ham da sol limiti —
d) lim 1= —® y g,
w1 (x-1) oo -dur.

x = 1 diiz xatti bu funksiyalarin saquli asimptotudur.

fva g funksiyalari verilmis intervalda kasilmaz funksiyalar, bu intervala daxil olan
¢ nogtasinda f(c) # 0, g(c) =0 va x# c oldugda g(x) # 0 olarsa, x=c

flx)
g(x)

2. Funksiyanin sonsuzluqda limiti. Ufiligitasimptot

diiz xatti r(x) = funksiyasinin saquli asimptotudur.

1
y=" funksiyasinin grafiki tizarinds x-in giymatinin
sonsuz dayismasi il (artmasi va ya azalmasi) fun-
ksiyanin dayismasina bir daha nazar salag:

1 0
fix) = 7 funksiyasinin grafikinden gorundiyt
kimi, x —» + co olduqgda %sn‘lra yaxinlasir.
1
Bunu limitle ifada‘edak: lim —=0
X—>+OOX

<Y

Hamginin, x — =0 oldugda’dal sifira yaxinlagir:  lim 1. 0,
X Xx——oX

1
y = 0 dlz xatti f(x) =—funksiyasinin Gflqgi asimptotudur.
X

Ufiiqi asimptot. Iim+f(x) =bvaya lim f(x)= b limitlari varsa,

y = b diiz xatti f(x) funksiyasinin Gflqi asimptotudur.

Tarif.  lim f(x) = 0 olarsa, f(x)-2 x—a oldugda sonsuz kigilan deyilir.

1
Masalan, - funksiyasi x— oldugda sonsuz kigilandir.
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli va (ifligi asimptotlar

x—oo olduqda f funksiyasi sonsuz kicilandirsa, nksiyasi sonsuz boylyandir.

Masalan, x—oo olduqda %sonsuz kicilan, x? funksiyasi isa sonsuz boylyandir.
X

Sonlu sayda sonsuz kigilan funksiyalarin cami va hasili sonsuz kigilandir.
Xususi halda, n >0 oldugda [|im an

X— — 0

Numuna. Qrafika gora lim f(x)-in tapiimasi.

A 0= S
I m
’ lim izz 0

—t —t
-3 -2 -1 1 2 3

Limitin xassalari funksiyanin sonsuzlugda limiti tiglin do dogrudur.
Ntmuna, Limiti im 25,
iimuna. Limiti tapin. Mmoo

Halli: Kasrin surat va maxracini x2-na boélak va limitin xassalarini tatbiq edak.

2X 5 . 1 1
lim 2X2_5 =lim 2= _lﬁ‘;(z' x75p) _20-50 _
x—o 3x2—1 x= 3x2 T X 1 - 3-10
Rl lim (3.1-—
XZ XZ X0 XZ

Teorem.x — too oldugda P(x) = anx" + @naX™ + - - - + @o funksiyasi 6ziinl
coxhadlinin bas haddi kimi.aparir, basqa sozls,
x—+o QnX"
Analoji olaraq, rasional funksiyanin iki coxhadlinin nisbati oldugunu nazara
alsaq, rasional funksiyanin'limiti G¢tin alariq:

a ’ n=m
lim _9X"+ daha kigik dar. hadlar lim ax" b
Xeso0 m .. = xl_>+oo bxm = 0 n<m
** bx™ + daha kigik dar. hadlar + ’ n>m
Buradaa#0vab#0 00,
Niimuna. 54 3 Teorema gora hall etsak:
. 2x3+3 , X 2 3
a) lim = lim =< .23 +3 L 2X .2 2
X— 3 X0 3+ i lim =lim - lim—* = 2
#a 3X° + 5X X? 3 X—>+00 3X3 + 5x X—+0 3X3 x—+0 3
s . 2 . 2
b) lim 2 +1 lim 2+%X _ 40 lim 2x*+1 :)l(lrElQO 2x ~lim 2x= 400
x—t0o X+ 2 X0 % + % ) — X X0
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli va (ifligi asimptotlar

Oyranma tapsiriglari
|£ Funksiyalarin saquli asimptotlarini miayyan edin.

2-4

a) flx)= b _X c) fix) =
ftx) ) =S x+3
|2. Funksiyalarin Gfliqi asimptotlarini (sgar varsa) x—z+oo olduqda limiti hesabla=

magqla miayyan edin.

1
a) flx) = 3% —2x+1 b) )= a1 o) fix) =

X2 —2x

x*—4

3x)—x+5
x> -1
|i Funksiyalarin mimkin saquli va (ifligi asimptotlarini rasional funksiyanin lim-
iti hagginda teorema géra miiayyan edin.

2x—-1 X+
2x2+x—-3 3x2—x+5
AL d =
) ="y R R
|4. Limitlari tapin.
2
a) lim b) lim 8x+2 c) IimM
x—w Ix—1 x—wo 4x -5 x—wo Qx2—=x+1
. 2 - . 2—-3x . 8 —\x
d I|mX+2—X5 e) lim =X ) lim —o =X
)X—wo 3X2 + 2 )X—>oo 4X2 + 5 )X—>+oo 1 + 4\/;
. 3x x-1 ) p
ellim (255 ~ 2716 h) lim (x =~ + 1)

|i X — +00 V@ x=> — o0 olduqda f(x) funksiyasinin limitini hesablayin.

1 X+2
rx>1 » x>0
a)fix)= | x+2 b) fix) = 4x+3
4X_,x31 2x—=3 ,x<0
2x=5 x—1

|& Verilmis f(x) va g(x) coxhadlilari Giglin % nisbatini yazin va x— to
oldugda bu nisbatin limitinin 1-a barabar oldugunu gostarin.
a) flx) =3x*—2x3+5x2—2x—1, g(x) =3x*
b) fix) =6x3-2x* —3x+1, g(x) =6x3
|L f(x) coxhadlisini g(x) coxhadlisina bolin, galgi tapin. Rasional funksiyalarin lim-

iti hagginda teorema gora gismat nayi ifada edir?

flx)=6x2=3x+5, g(x) = 2x2 = 3x

fX)=2-x+x-1, g(x)=x3—x*+1
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Sonsuz limitlar va sonsuzluqda limit. Saquli va (ifligi asimptotlar

ls.

Tatbiq tapsiriqlar

Argumentin giymati sonsuzluga yaxinlasdiqda funksiyanin neca dayismasini
asagidaki masala lizarinda nazardan kegirak.

Niimuna. Goldaki suyun miisyyan migdarinda oksigenin konsentrasiyasi nor-
mal vaziyyatds 12 vahiddir. t = 0 zamaninda miiayyan tullantilarin_gols
axidilmasi naticasinda oksigenin konsentrasiyasi dayismisdir. G6l suyunda ok-
sigen konsentrasiyasinin migdarinin zamandan asili dayismasinin

12t2 - 15t +12
==

kimi oldugu muayyan edimisdir. Zaman kec¢dikca suda konsentrasiyanin neca
dayisdiyini izah edin? Oksigenin sudaki konsentrasiyasiyenidan
fit)

12 vahid ola bilarmi? 12 [ _

Halli: Verilan funksiyanin grafikini grafkalkuly-

atorla qursag, t-nin giymatlarinin sonsuz 100 | 11,85

artmasi ila funksiyanin giymatinin 12-ya .
10000 | 11,9985

yaxinlasdigini gormak olar. Lakin 100000 | 11,09985

konsentrasiyanin 12-ya barabar olmasi

misahida edilmir. Bu situasiyani limitla riyazi olaraq!i_(gf(t) =12 kimiifada

eda bilarik.

Burada y =12 diz xatti verilan funksiyanin Gflqi asimptotudur.

12t2— 15t +12
t?+1

Orta qiymat. Xastaxanada aparilan analizlserin imimi giymatini (manatla)
S(n) = 150 + 30n kimi hesablamagq olar. Burada n analizlarin sayini gostarir.

Bir analizin S(n) orta giymatini S(n)-i.n- bélmakls tapmaq olar.
lim S(n)-i tapin.va situasiyaya uygun izahedin.

n— o

|& Tibb. Qabul edilmis darman preparatinin gana sorulmasinin t zamanindan

|10.

|11.

t?+2
lim M(t) -ni tapin va situasiyaya uygun izah edin.

t—o0

asili olaraq dayismasini M(t) = disturu ile miayyan etmak olar.

is mahsuldarhigl. Sirkatin‘'menecerlarinin apardigl arasdirmalara géra isginin

4
mahsuldarligrisladiyin giin arzinds P(n) = :T’; dusturuna goéra dayisir.

lim P(n)-i tapin va situasiyaya uygun sarh edin.

Pinqvinlar. Antarktidada pingvinlarin sayinin zamandan asili dayismasi
_ 400000

N(®)= 370, 143001

a).0On ildan sonraki pingvinlarin sayini (t = 10) hesablayin.

b) Pinqvinlarin sayinin sonsuz artmadigl malumdur. t zamani

sonsuzluga yaxinlasdiqda pinqvinlarin sayini verilan distura gora

limiti hesablamagla tapin.

disturu ils miayyan edils bilar.
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9dadi ardicilligin limiti

_2n+l

Umumi haddi an= olan ardicilligin ilk bir nega haddini yazaq:
n
,5.7.9 1113
I2I 3’4’5'_6""

Gorunduyd kimi, n artdigca ardicilhgin hadlarinin giymati azalir va 2-ya

yaxinlasir.
2n +1

n
farginin modulu 0-a kifayat gqadar yaxin olur.

Dogrudan da, |an— 2| =| 2| = %oldugundan, n boyudikes an—2

Masalan, 11-cidan baslayaraq (n > 10) buttn hadlar tgtin|a»— 2| < 0,1
minasibati, 101-cidan baslayaraq (n >100) sonraki biitiin hadlar lgin

|an—2| < 0,01 miinasibati 6dsnir. Umumiyatls, istanilan &> 0 adadina géra els
N ndémrasi tapmagq olar ki, n > N sartini 6dayan bitln n-lar Ggiin

|an—2| < € olur. Bu halda deyilir ki, baxilan ardicilligin limiti 2-dir.

Tarif. Tutaq ki, an» ardicilhigi verilmisdir va istanilon € > 0 lglin ela N ndomrasi
var ki, bu némradansonra.galan buttn n-ler (n > N) Ggln |an—a|<e
barabarsizliyi 6danir. Onda a adadina an» ardicilliginin limiti deyilir va bu

liman=a kimivyazilr.
n—0o0

Tarifdan aydindir ki, a adadi anardiciliginin -~ y A

limitidirss, verilmis € adadi Uglin ardiciligin a+s-:_,,,,,. 777777777 o«
miiayyan némradan sonra galen bitilin e ..' ,,,,,,,,,
hadlari (a— €; a+ €) atrafinda yerlasir va bu 1

atrafdan kanarda ardicilhigin sonlu sayda

haddi yerlasa bilar. Bu o demakdir ki, n > N o |1 i 3I |4 ; ?

olduqgda koordinat sisteminda (n;an) néqtalari
a—e<y<a+ezolagindadr.
Sonlu limiti olan ardicilliga yigilan ardicilliq, sonlu limiti olmayan ardicilliga isa

dagilan ardicilliq deyilir.

Xassa. Ardiciligin limiti varsa, yeganadir.
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9dadi ardicilhigin limiti

lim o = O olarsa, an ardicilligina sonsuz kigilan deyilir. Masalan, n-ci haddi
n—00

-%;—13; ,% (A har hansi adad, ke N) olan ardicilliqg sonsuz kigilandir.
n*’ n

’

Har bir yigilan ardicillig onun limiti ila sonsuz kigilanin camina barabardirva

torsina: liman=a < an=a+ on, Linlan=0

n—oo

_2n+1 _2n 1 _ 1 .1 .
Masalan, an——n —n—+F- 2 + Vo lm i 0 oldugundan,
o Lo . 2n+1
an= 2nn+ ! ardiciligi yigillandir va limiti 2-ya barabardir: Inlm n =2.

Nimuna. Ardicilliglarin limiti varsa, tapin, yoxdursa, sababini izah edin.

a) 1 2 3 4 5 n b) 130927, .. 32 ..

23" 4" 576" n+1’ 3

) ——) —

n—0

Halli: a) Gostarak ki, tn= ﬁardlcﬂllél Gglin'lim ta= 1. n — o olduqgda

‘ n_1= ‘n —n _1‘ -1 0 oldugundan, tarifa.gora lim—— =1.
n+1 n+1 n+1 b In%vn+1

L
Ardicilhigin limitinin 1<8wbarabar olmasimi n-in 08+ ,e°°° T
kifayat gadar giymatlari Uglin koordinat mista- 96 ,.
visinda (n; t.) néqtalarini geyd etmaklads gormak 04
olar. 0.2

0 7146 8 i0n

b) n sonsuz boyidikes an = 37 -2 ardiciliginin hadlari sonsuz boylyir, yani
sonsuzluga yaxinlasir. Demali, ardicilligin sonlu limiti yoxdur. Uygun noqtalari ko-
ordinat sisteminda qeyd etmakls da bunu gora bilarik.

Dovri onlug kasrlar sonlu limiti olan adadi ardicilliglara bir nimunadir.

3 .3 3 .3 . _1
10.7 100 * 1000 T 10000 T T 3

0,3333(3) =

Baxilan dévri onlug kasr imumi haddi b,=3 - 107, silsila vurugu g =%o|an

sonsuz.handssi silsilanin camidir. Bu sonsuz cama onun ilk n haddinin

bi(l-q"
Sn= Af:) comlar ardicilliginin limiti kimi baxsaq, bu limit
lim Sp= Iim—bl(1 —4) =lim 03(1-10 ) _03_1 olar.
N—+0 N—+0 1 _ q n—+0 1 _ 0,1 0'9 3
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9dadi ardicilhgin limiti

Qeyd edak ki, a» adadi ardicilligi natural adadlar ¢oxlugunda tayin edilmis
funksiyadir. Géstarmak olar ki, a»=f (n) va lim f (x) = A olarsa, onda

X—>+0

2n’+n _ 2

2 +x _ 2
nILrQ an = A. Masalan, I|m 37+l -3 oldugundan, |I_r‘20 a7+ 1 3

Funksiyanin x—o oldugda limitinin malum xassalari ardicilligin limiti igtin da
dogrudur.

Tutaq ki, xava y» ardicilliglar yigilandirva limx,=a , limy,=b .
Onda: n—= n—®

1) I|m(xn+yn)—I|mxn+I|myn—a+b
Nn—0o0 n—ao0

2) lim (xa—yn) =limxa=limy.=a—b
n—0o0 n—0ao0

n—oo

3) lim (c-xn) = c:lim x» = c-a (burada c har hansi sabitdir)

N—o0 n—aoo

4) lim (Xo-ys)=limxn-limy.=a-b

Nn—oo n—o0 n—00
lim xn
5) lim ﬁ = n.*mo = % (b¢0, yn¢0)
n—o Y7 limyn

Niimuna. Hesablayin: [im (\n2+2n—n)
Halli: Mo6tariza daxilindaki ifadani gosmavirrasional ifadaya vurub-bdlarak,
limitlar hagginda xassalari tatbiq etsak,

(Nn2+ 2n — n) (Nn?+ 2n'+ n) lim 12+2n—n?

I|m(\/n2+ 2n —n) =lim

Y \/n2+2n+n T \n242n+n
lim 2n =lim Im 2 =1
= =i
" An (1+—)+n "Hwn(\/1+2 +1) (\/1+— +1) V1+0+1

alariq.

Oyranmea tapsiriglar

|£ Asagidaki ardicilliglarin hadlarinin hansi adada yigildigini taxmin edin.
a) 0,5;0,55; 0,555; 0,5555; 0,55555; ...
b) 0,36; 0,3636; 0,363636; 0,36363636; ...
c) 3;3,1; 3,14; 3,141;3,1415; 3,14159; 3,141592; ...
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9dadi ardicilligin limiti

E Ardicilhgin limiti varsa, yazin. Yoxdursa, sababini izah edin.

a)1;-1;1;-1;1;-1;1; -1; ...

b) 5,9; 5,99; 5,999; 5,999 9; 5,999 99; 5,999 999; ...

c) 3,1; 3,01; 3,001; 3,000 1; 3,00001; ...

d) 3;2,9; 3; 2,99; 3; 2,999; 3; 2,999 9; ...
|i an= - ': 1 disturu ila verilmis ardicilhigin n = 99; 999; 9999 némrali

hadlarini tapin va alinan giymatlari miqayisa edin. n-in giymatlari béyldikca

|an — 1| ifadasinin giymatinin dayismasi hagqinda yazin. n—o0 oldugda a» — 1

sonsuz kigilandirmi?nlirg] an-i tapin.

|i Verilmis ardiciligin limiti varsa, tapin. Yoxdursa sababini izah edin.

n-1
a0 ;2 3 o —,
2 3 4
nZ
b) i-i-i-lG;...; fin) =
2’3’4’5 n+l
1 1 1
c) 2;1,— —;—;.....; n) =2zn
) g fln). =2
_1)n
d 45428544 ;51 n)=5+ 4
S AT A TAT S fln) .
E Limitlari hesablayin.
. 2 . 5n+3 i bn—1
1 lim (3+77) 2)fim > Im Sn 2
2 _ 2
4) lim —2n 5) lim =1 6) lim 21+3n
n—oo n2+ 1 n-— o n3+ 1 n—o n2+ 1
n \NnS+2n+1
im In(3") im—2_ im—
7) Jim = oim = MM —5 5
10 _
10) lim 27_*2 1) fim( 2L _ 20°1) ) fim L
n—o (nz e 1)5 n— oo 2n nHCO,\/4n2 + 1
n+1)(2n+3 3_(n—1)3
13) im 7+ 1-(21+3) 14) lim (101
n—» (n+2)(4n+1) n—®  (2n+1):n
15) lim (N\n2+2n—n) 16) lim (N4n?> + n-2n)
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9dadi ardicilhgin limiti

Monoton ve mahdud ardicilligin limiti

n-in batln giymatlarinda an+1>an6danarss, as ardicilligl artan, an+1<a, 6danarsa,

azalan ardicilliq adlanir. Masalan, a":nfl ardicilligr artandir. Dogrudan da,
_,_n+l _ n _ (n+1)*-n(n+2) _ 1
Or=0n= 2o~ ~hi (n+2)-(n+1) 2 ne) >

n .. o - |
Cn= Tardlcnllgl isa azalandir. Bu ardicilhigin bltin hadlari musbatdir va

Con _n+l p _n+l 3" _ n+l _ % .(1.,.%)5

2
cn  3M 3n T3 p 3n

3

<1

oldugundan cn+1<cn alariq.
Artan va ya azalan ardicilliglara monoton ardicilliq deyilir.

Monoton ardicilliglara grafikla verilmis nimunalor

Xn Xn
! 00000000000000 1,4
o 0
084 .°° artan ardicillig . azalan-ardicilliq
0,4 ° 1,2 n+3
o o Xn= —————
0,4 Xn- 1 o, n+2
’ n+5 1 °°°°°ooooooooooo n
0,2 n T T T T >
= 0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80 100

Har hansi m va-M adadlari Gglin m < an< M (ne N) barabarsizliyi 6danarsa, an
ardiciliginasmahdud ardicilliq deyilir.
Veyerstras teoremi. istanilan monoton ve mahdud ardiciligin limiti var.

ikinci gorkamli limit

GoOstarmak olar ki, imumi haddi e, = (1 +r17_ )" olan ardicillig artan

va mahdud oldugundan, limiti var va e adadina barabardir:

lim (1 +%)"= e, burada e = 2,718281828459045....

n—oo

Qeyd: e adadiila bagl bir ¢ox limitlari hesablayarkan asagidakilari gabul edacayik:
lim an=a ,lim br= b isa, onda lim a.”= a*

n—w n—oo n—o

Niimuna. lim (M )" limitini hesablayin.

n—oo n

Halliz lim (M+2 )= lim ((1+2 ) )= €
n—owo n

n—w h
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9dadi ardicilhgin limiti

Nimuna. lim (n+4 )¥"  limitini hesablayin.

n—wo N+

n+1

lim _ 6n

6n
Halli: I|m(n+4 )20 = lim (1+( 3 )3 )M:le"ﬂ"*lzefs
n—sc0 n+1

lim (1 +%)"= e minasibatinda n natural adaddir. Gostarmak olar ki, x

n—o0

istanilan haqigi adad oldugda da Iim (1+

)= e minasibati dogrudur.
1

Sonuncu miinasibati i—- tils avaz etmakla I|m (1+t) =€'kimi da yazmaq olaf.

Bu limitdan istifada edarak lim el 1 oldugunu da gostarmak mimkindur.
t—0

1
Nimuna. Iitmo(l +t)* limitini hesablayin.

N\»—\

Halli: I|m(1+t) —I|m<(1+t) ) i=\/E

t—0
Oyranma tapsiriglari

|& Limitlari hesablayin.

: 1 n i 1 3 c)lim n+3 !
a)lim (1+ 7 )? b) lim, (1+5 ) Jim )
. i )1 t+1 %
. 3 . t .
d)lim (1+7)¢ e)lim (1+1) Mg O57)

+ 4 o
|L Q-1 3 ardicilliginin monoton azalan ve mahdud oldugunu arasdirin va
n

limitinin 1-2 barabar oldugunu gostarin.

|& Toasavviir edin ki, 1 manat pul 1 illiys banka goyulmusdur va il arzinds har dafa

% artimiila n dafa hesablama aparilir.

1. a) illik, b) yarimillik, c) riblik, d) ayliq, e) gunlik, f) dagigalik
hesablamalarla alinmis mablagi tapin.

2. Asagidaki ardicilligla bu hesablamalarin hansi alagasi var?

1 1 1 1 1
—\1 -2 —\3 —\4 —\n
(1+7), (1+2),(1+3),(1+4),...,(1+n),...
3. e adadi ila bu ardicilhigin hansi alagasi var?
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Umunmilasdirici tapsinglar

|L Limitlari hesablayin (agar varsa).

1. lim (- 4x + 1) 2lim3(1-x)(2-x)  3.lim X*3
x—4 x—4 =3 x4+ 6
2 2 _ 2 _
4. |lim v 5. lim _x-1 6. lim X 1
t——4 4—t X ——4 X+1 x—-1 X+1
. xX>—6x+9 . x>+ 2x .
[ - P O L gy
2 3 o
10.0im 34 i 221y V-2
h—0 h?-h3 x—3 x—3 h—0 h
_ 2 _
13. lim 1X=2] 14 lim 1x=21 15, lim L=2t* 1
x—0 X=2 =2 x—2 t—1 £2-1
& Funksiyanin kasilmazliyini arasdirin.
x+1
1) flx)=n 2) fix)=x*+ 8x—10 3) fix) = m
X+2 sin x 1-cosx
4) flx) = (x+2)(x—=5) 5) fix) = X 6)f(X)= X

|i x-in modulca ¢ox boyik giymatlarinda rasional funksiya 6zinl surat va
maxracdaki coxhadlilarin bas hadlarinin nisbatinin ifads etdiyi funksiya kimi
aparir. Bu funksiyaya verilan rasional funksiyanin.sonsuzlugda dayismasini
gostaran model da deyilir. Verilan funksiyalarin sonsuzlugda modelini miay-
yan edin. 9gar varsa, Ufligi asimptotunu tapin.

I2x+1 27 +5x-1 X —4x*+3x+3
1) fix) = e oxt 1 2) fix) = 2+ 2x 3) flx) = x—3
Ii Qrafika gora tapin (miumkin oldugda). 6 i} /
a) Iin]l@ (x) b)x|if’f_11fj x) ¢ Iimlh (x) " d)h(-1) o [ [
e)limh(x)  flimh(x) e)limh(x) h) h(3) 23

3
>

1

E Taksi xidmati gostaran sirkat gat edilon ilk (g kilometr t¢lin gedis haqqini
3 ™, har sonraki kilometr/ligin isa 0,60™ miiayyan etmisdir.
a) Xidmat hagginin.masafadan asililiginin aks etdiran funksiyani yazin va
grafikini qrafkalkulyatorla qurun.
b) Sirkatin xidmatindan istifade edan miustari 8 km yol U¢lin na qgadar
odamsalidir?
c) Bu situasiyaya uygun xidmat haqqi funksiyasinin kasilmazliyini arasdirin.
|i Bir cevra daxilina ¢akilmis diizgliin dérdbucaqgli, sakkizbucaqli, onaltibucagli va
s. dlizglin coxbucaqghlarin perimetrlari ardiciliginin artan va mahdud oldugunu
handssi izah edin.

X +|x

|L fix)=—"% funksiyasinin x = 0 néqgtasinda sag va sol limitlarini tapin
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Firlanma fiqurlari.
Silindr, konus, kiira

19
e Firlanma fiqurlari
e Silindr
e Silindrin sathinin sahasi
e Konus
e Konusun sathinin sahasi
e Kasik konus va sathinin sahasi
e Kiira va onun hissalari
e Kiira sathinin sahasi
* Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi
* Firlanma fiqurlarinin mustavi kasiklari
e Oxsar fiqurlarin sathinin sahasi

Riyazi liigat
v firlanma oxu v kiira
v firlanma fiqurlari v boyiik daira
v silindr v kiira segmenti
v konus v kiire qursag!
v'doguran Y kirs gati

Bunlari bilmak maraqlidir!
Boyuk yunan alimi Arximed klranin va onu shats edan
silindrin ham sathlarinin, ham da hacmlari nisbatinin 2:3
kimi oldugunu askar etdikds cox hayacanlanmisdi. Riya-
ziyyatgl, fizik, mihandis kimi boyik kasflara va ixtiralara
imza atmis Arximed btilin islarindan an dayarlisini mahz
bu fakti sayirdi. O, 6lands gabri Gizarinda bu isbati gosto-
ran graviranin.cizilmasini istamisdi. Tarixden malumdur ki, Arximedin
Sicilyada yerlagsan dogma sahari Sirakuz romalilarin mihasirasina garsi
onun ixtira etdiyi silahlarla doyuslirdii. Romali sarkards sahara daxil
oldugda Arximedi 6ldirmamak amri vermisdi. Lakin {zdan Arximedi
tanimayan asgar onu gatls yetirmisdi. Boylk
filosof, yazi¢i Siseron axtarislar aparmis va |
Arximedin 6limiindan ¢ox son-
ralar (tarixi malumatlara gors
137 il sonra) onun qabrini
tapmisdi. Siseronun bu isi bir cox
rassamlarin asarlarinin movzusu
olmusdur.




Firlanma fiqurlari

Dulusgulug gildan hazirlanmis palgig kiindalarinin ox atrafinda firladilaraq xu-
susi formaya salinmasi va bisirilmasi ils saxsi gablarin
hazirlanmasi sanatidir. Bu sanat indi do yasamaqdadir.
Azarbaycanin mixtalif rayonlarinda kuzs, gazan va s.
kimi maisat gablari diizaldan sanatkarlar faaliyyat
gostarir. Gil palgigl mixtalif formalara salan dazgahin
is prinsipini arasdirin.

https://www.youtube.com/watch?v=4Qiu4iFeXI0O

Mistavi fiqurun (ayrinin veriloan araligda shata etdiyi-miistavi hissasinin)
miayyan ox atrafinda bir tam dovr firlanmasindan muxtalif faza fiqurlari alinir.
Bu oxa firlanma oxu deyilir.

Silindr, konus, kiira bu cir firlanmadan alinan sada faza fiqurlaridir.

Masalan, dlzbucaql tGgbucagin kateti atrafinda firlanmasindan konus,
diizbucaqlinin bir tarsfi atrafinda firlanmasindan silindr, yarimdairanin di-
ametri atrafinda firlanmasindan isa kiira yaranir.

g Yrwm W
-~ &

S
&>

y=flx)

Firlanmadan alinan fiqurlar

f§§;

ot
o
x

/7

.
~

cevrasinin uzunlugu = 2my cevrasinin uzunlugu = 2mx
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Silindr

ictimai binalarin, otellarin, xastaxana-
larin girisindaki firlanan stisa qapilar fir-
lanma fiqurlarinin neca alindigini
tasavvir etmak l¢lin ayani nimunadir.
Qapinin diizbucaql layi tarpanmaz da-
yaq atrafinda firlanaraq silindr cizmis
olur.

N\
"N\
—

s

—m i /anTr

RS
s

Paralel mistavilar Gizarinda yerlasan va paralel kdclirmadas Ust-lsta diisan iki kon-
gruyent mistavi fiqur va onlarin uygun nogtalarini birlasdiran bitin pargalarin
yaratdigi faza fiquruna silindr deyilir. Bu mistavi fiqurlar silindrin oturacaglari,
onlarin uygun noqtalarini birlasdiran pargalar iss silindrin dogurani adlanir.
Dogurani oturacagq mustavisina perpendikulyar olan silindra diiz silindr, aks halda
mail silindr deyilir. Oturacaq mustavilari arasindaki masafayas silindrin hiindiirliiyi
deyilir.

. .
st oturacagq| | A

e

)
+ alt oturacaq + alt oturacag
Diz silindr Mail silindr

Asagida verilmis sakillarin miigayisasindan bels naticaya galmak olar ki, prizmaya
silindrin xUsusi hali kimi da baxmag mimkindr.
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Silindr

3.

Oturacagi daira olan diz silindra diiz dairavi silindr deyilir.

Biz bundan sonra silindr dedikds diiz dairavi silindri nazarda tutacagiq. Digar
hallarda silindrin alamatlari geyd olunacaqdir.

Diiz dairavi silindra ham da diizbucaqglinin bir tarafi strafinda firlanmasindan
ahinan faza fiquru kimi baxmagq olar.

Diiz dairavi silindrin dogurani hiindirliyina barabardir.

Oturacagindaki dairanin radiusuna silindrin radiusu deyilir.

Diizbucaglinin mixtaslif taraflari atrafinda firlanmasi ils hiindirliyi bu taraflar

olan silindrlar almaq olar.

Diiz dairavi silindrin oturacaglarinin markazlarindan kegan diiz xatta silindrin
oxu deyilir.

I-doguran
h-hiindiirlik - . Doguran
r-radius BN Doguran \ /

Oturacaglar ! o T o

—

Diiz daifavi silindr Mail dairavi silindr

Oyranmo tapsiriglari

Mail silindrin dogurani 12 sm olub, oturacaq mustavisi ilo 60°-li bucaq
amala gatirir. Silindrin hiindurliylind tapin.

Taraflari 3 sm va 4 sm olan diizbucaqglinin taraflarindan biri atrafinda
firlanmasindan alinan silindrin hiindirllyini va oturacaginin diametrini
tapin (ikichala baxin).

Taraflari 20 sm va 30 sm olan dizbucaqgl kagiz varaqi yuvarlag bikmakls
alinan silindrin radiusunu tapin (iki hala baxin). Cavabi yiizdabirlars gqadar
yuvarlaglasdirin.
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Silindrin sathinin sahasi

Silindrin yan sathinin va tam sathinin sahasi.

Maxtalif olctll silindrlari kagiz tzarinda acilis sakillarini ¢akib, kasib
yapisdirmagla qurasdirin.

Mustafa silindrsakilli firga il divari ranglayir. O, isa sarf olunacag vaxt he-
sablamaq Ugin firganin bir tam dovriinda na gadar sahanin renglandiyini
bilmak istayir. Siz ona hansi maslahatlari verardiniz?

Fir¢a silindrik formada oldugundan bir tam dovrds silindrin yan sathinin
sahasi gadar diizbucagl formali miistavi hissasini ranglamis olacaq.

Silindrin tam sathinin sahasi da prizmanintam sathinin sahasina oxsar disturla
hesablanir. Silindrin tam sathi onun yan sathindan va iki kongruyent dairadan
ibaratdir.

Hindurltya h, radiusu r olan silindrin yan sathina 6lgllari 27tr va h olan
dizbucaglinin r radiuslu cevranin atrafina bikilmasi kimi baxmagq olar.

w*

‘ 2nr

Silindrin yan/sathinin sahasi oturacaq cevrasinin uzunlugu ile hindurlayi
hasilina barabardir:

Syan = 2nrh

Silindrin tam sathinin sahasi yan sathinin
sahasi ila oturacaglari sahalarinin camina
barabardir:

Stam ='Syan + 2Sot

Syan =2nrh

2nr

Stam = 27trh + 27tr2 = 21tr(h + r)
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Silindrin sathinin sahasi

Niimuna. Hiindirliyd 12 sm, radiusu 5 smolan silindrintam ¢
sathinin sahasini tapin.
m

12 sm

Halli: Syan=2ntrh=2n - 5-12=1207 = 376,8 (sm?)

Set=mr?=m-52=251 = 78,5 (sm?)

Stam = Syan + 2Sot= 1207 + 2:251 = 170 = 533,8 (sm?)

Oyranma tapsiriglari

.

2.

[&

LS [ [

Verilan 6lglilarina gora silindrlarin tam sathinin sahasini tapin.

R C) ’ 18 sm

Agziaciq silindr formali gabin ham xarici, ham daxili sathi boyanmalidir.
Boyanmali sahani tapin.

»

b) 20 sm

[13sm ‘» 25 sm

.
i

20 sm
Prizma va silindrlarin.tam sathlarinin sahasini hesablayin.

a) 3sm b c) Sm d) .
Sy D

5sm

Diiz iighueaqli prizma Dizgiin sakkizbucaqli prizma

Silindrin radiusu ve hiindirllyd iki dofs artirilsa:
a) yan sathinin sahasi neca dayisar?
b) tam sathinin sahasi neca dayisar?

Silindrin htndurliy radiusundan 10 sm boyik olub, tam sathi 144w sm2-dir.
Silindrin hGndurldytnd va radiusunu tapin.

Silindrin yan sathinin agilisi diagonali 10 m, taraflarindan biri 6 m olan
diizbucaqlidir. Bu silindrin tam sathini tapin. Midmbkin hallari arasdirin.

HindurlGyd oturacaginin diametrina barabar olan silindrin yan sathinin
sahasinin tam sathinin sahasina nisbatini tapin.

Qutu silindrsakilli olmagla radiusu 6 sm, hiindirliyi iss 14 sm-dir. Qutunun
yalniz Ust oturacaginin hazirlanmasinda kartondan istifada edilmamisdir.
Qutuya an azl nega kvadrat santimetr karton isladilmisdir?
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Silindrin sathinin sahasi

Tatbiq tapsiriglan
Nimuna 1. Oturacagi yarimdaira olan va 6l¢ilari sakilda

verilmis diiz silindrin yan sathinin sahasini tapin. A
16 m
Halli: Syankas=7frh +2rh=7w-7-16 + 14-16 = 14 m

= 112r + 224 = 575,86 (m?)

Niimuna 2. Sakilds verilanlara gora oturacagi 40°-li daira sek-
toru olan diz silindrin tam sathinin sahasini tapin.

Halli: Stam= 2+ Sot+ Syan oldugunu bilirik. A
20 sm

Sektorun saha disturuna gora:
9'sm

40
Sot = 360 T = % - 92 =91 (sm?)

Figurun yan sathi radiusu 9 sm, hiindlrliyi 20 sm olan silindrin yan sathinin
% hissasi gadar Ustagal olgllari 9 sm x 20 sm olan iki konqruyent diizbucag-
lidan ibaratdir:

Syan= %- 27:9-20 + 2-920 = 407 + 360 (sm?)

Belalikla, Stam= 2+ Sot+ Syan= 2 - 97 + 407 + 360 = 587 + 360 = 542,21(sm?)

|i Sakilda verilan dlgllara gora diiz dairavi silindrin hissalari olan fiqurlarin yan
sathinin va tam sathinin sahasini tapin.

20sm
7 sm c) d) 7sm
3sm /
50 m &
4sm , 20m
|£). Masin ve mexanizmlarin bazi detallari, borular oyuq silindr 25m,

sakillidir. Oyug silindirn yan sathi daxili va xarici yan sathlarin
cami kimi, oturacaglarin sahasi isa radiuslarin fargina gora
hesablanir. Bunlari nazars alaraq:

a) Sakildaki fiqgurunyan sathini va tam sathini hesablayin.
b) Oyuq silindrlarin yan sathinin va tam sathinin sahasini
hesablamagq tgln dusturlar yazin.

|£.. Silindrik formada olan tiistii borusunun diametri 70 sm, hiindirliiyi 20 m-
dir. Bu 6lguida tistl borusu hazirlamaq Ugiin nega kvadrat metr demir
tobaga lazimdir? islonan demirin 5%-i itkiys gedir.
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Silindrin sathinin sahasi

l12.

. Silindrsakilli hadiyys qutusunun ortiylini a¢ma

. Oyun sahasini diizlemak lglin diametri

. Radiusu 10 sm, hiindurldyl 12.sm olan silindrin & Z.E »

Asfaltbarkiden masinin asfalti barkidib diizlayan iki
silindrsakilli hissasi var. Boyuk silindrin hiindurliyi
1,25 m, diametri isa 1,5 m-dir. Bu hissa bir tam
dovrda na gadar yer sathini dizlayar?

xatti qiriq xatla nisanlanmisdir.

Rangli ip agma xattinin bir ucundan baslayaraq
silindra sarinmis (bir gat) va onun digar ucuna
barkidilmisdir. Silindrin oturacaginin diametri 4 sm, hiindurliyt 120 sm olarsa,
ipin uzunlugunu tapin.

Gostaris: Silindrin acilis sakli izerinda ipin-handasi izahini miiayyan edin.

84 sm, uzunlugu 120 sm olan silindrik
baraban 500 dafs tam dovr etmalidir.
Oyun sahasi ne¢a kvadrat metrdir?

icinda sakilda gostarildiyi kimioturacaginin taraf- ;
lari 3 sm, 4 sm, 5 sm olan diiz licbucagll prizma i
saklinda oyuq agilmisdir. Alinan fiqurun tam sathi ;
boyanmalidir. Na gadar saha boyanmalidir? i

L

o o o

____________

’’’’’

’
[
’

. Olciilari sakilda géstarilan istixananin iistii va yanlari polietilenla drtiilmalidir.

Polietilen uzunlugu 15 m, eni 2 m olmagla rulonlarla satilir. Bu isi gérmak liglin
an azi ne¢a rulon polietilen alinmalidir?

& Lt

w

2,4 m

g
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Konus

Har hansi mustavi fiqurun noqgtalarini onun mustavisina aid olmayan noqta
ila birlasdiran butlin parcalarin yaratdigi faza
fiquruna konus deyilir. Mistavi fiqura
konusun oturacagi, hamin noqtays isa
konusun tapa noqtasi deyilir. Konusun
tapasindan oturacaq mustavisina endirilmis
perpendikulyara konusun hiindirliiyi de-
yilir. Oturacag daira olan konusa dairavi
konus, tapasi oturacaginin markazina perpendikulyar proyeksiyalanan dairavi
konusa isa diiz dairavi konus deyilir. Dairavi konusun tapanéqgtasini oturacaq
¢evrasinin har hansi néqgtasi ila birlasdiran pargaya konusun dogurani deyilir.
Bundan sonra konus dedikda diiz dairavi konusu nazards tutacagiq.

Konusa dizbucagl Gg¢bucagin katetlarindan biri atrafinda
firlanmasindan alinan faza fiquru kimi da.baxmaq olar.

Konusun tapa noqgtasindan va otura-

caginin markazindan ke¢an diiz xatta

konusun oxu, oturacaginin radiusuna iss
konusun radiusu deyilir. Konusun

dogurani, hiindirliyd ve radiusu arasinda §
12=h%+ r ? minasibati dogrudur (Pifagor ’00?
teoremina gora). ®

hiindtirliik

oturacagin radiusu
Konusun qurasdirilmasi.

Malumdur ki, diizbucaqlini yuvarlag biikmakls silindr qurasdirmaq olur.
Daira sektorunu yuvarlayarag bilkmakla konus qurasdirmaq olar.

&L.9TY

Sektorun radiusu konusun doguranina, qovsiiniin uzunlugu isa oturacaq
cevrasinin uzunluguna barabar olur.
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Konus

Kigik layiha isi. Daira sektoru ila konusun dogurani va oturacaginin radiusu
arasindaki alagani arasgdirin.

1. Tutaq ki, konus radiusu R va markazi bucagli a® olan daira sektorundan
qurasdiriimisdir. Konusun oturacaq radiusunu hansi disturla hesablamagq olar?

& i

e Sektorun qoévsiiniin uzunlugu % - 2mR disturu ils hesablanir.

e Sektorun qovsiniin uzunlugu ham s konusun oturacagi olan dairanin
cevrasinin uzunluguna barabardir. Oturacagin radiusunu tapin.

2nr= —2— . 2nR, r=—>—p

360 360
¥ Radiusu 12 sm va markazi bucagi 45° olan daira sektorundan qurasdiriimis
konusun doguraninin uzunlugunu va oturacaginin radiusunu tapin.

2. Tutaq ki, konusun radiusu r va dogurani /-dir. Konusun yan sathinin acilisi ne¢a
daracali markazi bucagauygun dairs sektorudur? Umumi diisturu yazin.

¥ Markazi bucagihecs daraca olandaira sektorundan oturacaq radiusu
10 sm, hiindurliyl 24 sm olan konus qurasdirmag olar?

¥ Yarimdairadan diizaldilmis konusun radiusunun doguranina olan nisbatini
muayyan edin.

v Ayisa deyir ki, “markazi bucagi 60°, radiusu 18 sm olan dairs sektorundan
qurasdiriimis konusun radiusu 3 sm-dir. Man 18-i 6-ya boldim va bu cavabi
aldim.” Ayisanin halli dogrudurmu? Fikirlarinizi yazil olaraq asaslandirin.

3. Hansi'konus daha hiindir olar:
dairanin yarisindan, yoxsa bu dairanin
dordds Ug hissasindan diizaldilmis konus?

Fikrinizi asaslandirin. U

>0
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Konusun sathinin sahasi

Praktik masgala. Konus. Yan sathinin sahasi

V' Kagiz lizarinda radiusu 3 sm olan daira gakin.
v Dairani alti barabar hissaya béliin

Y Dairanin gevrasinin uzunlugu 2m-3 = 6m, barabar
govslarin har birinin uzunlugu i olacaq. Bu ol¢ini daira
Gzarinda geyd edin.

¥ Bir hissani sakilda gostarildiyi kimi kasib ¢ixarin va
galan kagizi bikmakls konus diizaldin.

T

T

a) Konusun oturacagindaki dairanin. ¢evrasinin. uzunlugunun.5m oldugunu
gostarin.

b) Oturacagin radiusunu tapin.

¢) Verilmis dairanin sahasini tapin.

d) Bir hissasi kasilib ¢ixarilmis dairanin sahasini tapin.

e) Konusun yan sathini've tam.sathini handasi olaraq izah edin.

indi ise cevranin'miixtalif sayda barabar hissalarini kasib ¢ixarmagla miixtalif
konuslar dizaldin.

a) Konusun oturacaginin radiusunu 6lgln.
b) Konusun doguranini 6lcin.

([ L7

Oturacagin
radiusu

Dogurani

Sathinin
sahasi

113



Konusun sathinin sahasi

Konusun yan sathi, tam sathi

Konusun sathi onun yan sathindan va otu-
racaq dairasindan ibaratdir. @}é \\
Sakilda konusun oturacaq radiusu r, \

dogurani [ ila gostarilmisdir.
Konusun yan sathinin agilisi radiusu / olan dairanin miayyan 8 markazi
bucagina uygun sektordur.

Demali, sektorun sahasi, els konusun yan sathinin sahasidir.

v Sektor radiusu / (cevrasinin uzunlugu 27t/) olan dairsninimiayysn hissa-
sidir.

v Sektorun gévsiiniin uzunlugu konusun oturacaq
¢evrasinin uzunluguna, 27mr-a barabardir.

v Sektorun biitdv dairanin hansi hissasina barabar
oldugunu onun qoévsiiniin uzunlugunu, blt6év ¢cevranin
uzunluguna nisbatini yazmagla tapa bilarik.

sektorun govsiinin uzunlugu 2nr

butdv gevranin uzunlugu T 2nl |

Demali, sektor dairanin % hissasini taskil edir.

¥ Dairanin sahasi T/’ oldugundan, onun—? hissasinin sahasi t/*- L olar.
Demali, S yan = - = mlr, !
S yan = Ttrl

Konusun yan sathinin sahasi oturacaq g¢evrasinin uzunlugunun yarisi ila
dogurani hasilina‘barabardir.
V¥ Konusun tam sathinin sahasi:

St =Syan+ St =rl +mr2=m1r(l +r)
Stam= Trl + > voya Siam=T7r(l +7r)

Nimuna. Sakilds verilanlara gors konusun yan sathinin va tam sathinin
sahasini tapin.
Halli: Verilir:  d=5m
h=6m
Tapmali: Syan VO Stam
Svyan=Tr vo Stam="7r(l +7r)

I'doguranini tapmagq Ugln Pifagor teoremini tatbiq edak.

I=r+h?=2,52+62=6,5 (m)

S yan = TC * 6,5 2,5 = 16,257[ (mz), S tam = 22,7575 (mz)
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Konusun sathinin sahasi

1.

3.

l4.

Oyranmea tapsiriglari
Radiusu 25 sm, qovsinin uzunlugu 14n sm olan daira sektoru
verilmisdir.

a) Sektorun markazi bucagi neg¢a daracadir?

b) Bu sektordan dizaldilan konusun oturacaginin radiusunu va yan
sathini tapin. |
¢) Konusun hiindirlayln tapin. \

d) Konusun tam sathinin sahasini tapin. '\

Sakilda verilanlara gora konuslarin tam sathinin sahasini tapin.

18 sm

42 sm

d)

4 sm

Konusun tam sathini kalkulyatorla hesablayarkan uygun dayisanlarin verildiyi
halda mir + tr? ifadasindan, yoxsa. mr(/ + r) ifadesindan istifada alverislidir?

Fikrinizi yazin:

a) konusun doguraninin yan sathindan va radiusundan asililgini ifads edan;
b) konusun'radiusunun yan sathindan va doguranindan asiligini ifads edan
disturu yazin.

agziaglg 18 mm

Sakilda verilan 6lglilars gora agzi aciq b) J\ —
silindr va konus sakilli agzi agiq
gablarin daxili sathlarinin 24 mm

sahasini tapin.
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Konusun sathinin sahasi

|i Agiq tipli sual. Konusun radiusunun doguranina olan nisbati

|12.

%-dir. Bu konusun yan sathina uygun iki giymat yazin.

Fiqur silindr va konusdan qurasdirilmisdir. Sakilda
verilan Olgllara gora bu fiqurun sathinin sahasini
hesablayin.

Hlndarliyd 80 sm va diametri 120 sm olan konusun yan sathinin va tam
sathinin sahasini tapin.

Sakilda verilan olgilarine gora ) em
fiqurlarin tam sathinin sahasini \
hesablayin.

9m
diizgiin dérdbucaqli piramida

. Katetlari 3 sm va 4 smolan diizbucaqh tigbucagin hipetonuzu atrafinda

firlanmasindan alinan cismin sathinin sahasini tapin.

Soakildaki G¢gbucagin asagida verilan oxlar atra-
finda firlanmasindan alinan faza fiqurunu tasvir
edin, tam sathinin sahasini 7 vahidls tapin.

/

a) y oxu atrafinda N

b) x oxu strafinda 4 | -2 |O 2 4 x
c) x =4 diz xatti atrafinda
d) y = 3 diiz xatti atrafinda B

Konusun yanssathinin agilis sakli sahasi 10 sm? olan 36°-li daira sektordur.
Konusun tam sathini tapin.

Konusun yan sathinin sahasi 961 sm?, onun agilisi
isa radiusu 12 sm olan daira sektroudur.
Bu sektorun markazi bucagini tapin.
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Konusun sathinin sahasi

l14.

l15.

. Sakilda gostarilan raket modeli silindr va konus-

isbat edin ki, yarimdairadan qurasdirilmis konusun yan sathinin sahasi
oturacaginin sahasinin iki mislina barabardir.

Tatbiq tapsiriqlar

Leyla galinciyina konussakilli papaq dizsaltmak istayir. Radiusu 8.sm,
doguraninin uzunlugu 30 sm olan konussakilli papag-kagizin sahasi na
gadardir?

Susadan hazirlanmis qum saati |1_7 Tikilinin ~ dami  konus
sakildaki olgllarla slisa silindrin formalidir. Konus-damin
icina yerlasdirilmisdir. Hansina hiindurliyt 3'm, oturacaq
daha ¢ox slsa isladilmisdir, radiusu 1,5 m-dir. Damin
silindra, yoxsa konusa? kiramitla ortili sahasini

hesablayin.

Tili 10 sm olan kubun‘daxilina oturacagi kubun tzlarindan biri Gzarindas, tapasi
garsidaki tizda yerlasmakls:

a) diizglin piramida (oturacagi kubun izl olan kvadrat);

b) konus (oturacagi-kubun Gzl olan kvadratin daxilina ¢akilmis daira)

¢okilmisdir. Uygun tasvirlari siz da ¢akin. Daxila ¢akilmis fiqurun yan sathinin
va tam sathinin sahasini tapin.

dan qurasdirilmisdir. Silindrin hiindtrliyd 20 sm,

konusun hiindirltyi 6 sm-dir. Silindrin diametri 26 sm
3 sm, konusun diametri

5 sm-dir. Modelin silindrik hissasi qirmizi, konik

hissasi isa_narinci ranga boyanmalidir. Mixtalif

rangli hissalarin sahasini tapin.

. Hundurldklsri bir vahid, radiuslari V3 vahid olan silindrin va konusun yan

sathlarinin sahalarini hesablayin ve miigayisa edin.
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Silindrin va konusun miistavi kasiklari

Konus sathinin mistavi ila kasismalari (konik kasiklar nazariyyasi) antik
dovr handasasinin zirvasi hesab edilir . Apollonun (b.e.a 3-cli asr) arasdir-
malarina goéra doguranlari sonsuz (sia) olan konusun miustavi ilo kasiklari
ellips (mustavi bltin doguranlari kasirsa), parabola (kasan mistavi
doguranlardan birina paraleldirsa), hiperbola budagi (kasan mustavi dogu-=
ranlardan ikisina paraleldirsa) ola bilar.

Silindrin miistavi kasiklari

Silindrin oturacagina paralel mistavi ila kasiyi dairadir.

Silindrin oxundan kegan mustavi ila kasiyina ox kasiyi deyilir. Silindrin ox kasiyi
taraflari h va 2r olan dizbucaglidir. Demali, Soxes= 2rh:

Ox kasiyi kvadrat olan (h = 2r) silindra barabartarafli silindr deyilir.

Silindrin oxuna paralel mustavi ila kasiyi da diizbucaglidir.

ox kaSIyI

y---Eo

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
|

-~

Y

/.

Konusun miistavi kaS|kIar|

Konusun oturacaq mdistavisina paraIeI miistavi kasiyi dairadir.

Konusun oxundan keg¢an mistavi ila kasiyina ox kasiyi deyilir. Bu kasik yan
toroflori dogurana, oturacagl isadiametra barabar olan barabaryanh
Ucbucaqdir: Soxkes=rh

Ox kasiyi dlizglinigbucaq(/ = 2r)olan konusa barabartarafli konus deyilir.
Asagidaki sakilda konusun mixtalif mistavi kasiklari gostarilmisdir.

ox kasiyi

Niimuna. Silindrin oxundan 3 sm masafada oxa paralel
kecirilmis mustavi kasiyi sahasi 64 sm? olan kvadratdir. Silin-
drin tam.sathinin sahasini tapin.

Halli: dvvalca silindrin radiusunu va hindirliyini tapag.
Sorta gora CD = AD va Skes= CD-AD = 64. Buradan CD=AD=8,
demsali, h = 8 (sm). AOMD-dan:

r2=0D?= OM?+ MD?=32+42 =25, buradan r =5 (sm).
Belslikla, Stam= 2mtr(h + r) = 21t-5-(8+5) = 1307 (sm?).
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Silindrin va konusun miistavi kasiklari

..

Oyranmea tapsiriglan

Silindrin ox kasiyinin sahasi H |2_ Hindurlayl 6 sm,

14 m? olarsa, silindrin yan oturacaginin radiusu 5 sm
sathinin sahasini tapin. olan silindrin oxuna para-
lel va oxdan 4 sm
masafada kegirilmis
kasiyin sahasini tapin.
A

Konusun oturacaginin sahasinin ox kasiyinin sahasina nisbati n-ya
barabardir. Doguranin oturacaq mustavisina meyil bucagini tapin.

Barabartarafli konusun radiusu R-a barabardir. Aralarindaki bucag 30° olan
iki dogurandan kegirilan kasiyin sahasini tapin.

AB silindrin hiindrliyd, BD isa oturacaginin diametridir.
AB =4 sm, BD = 6 sm, CD = 4 sm olduguna goéra ACD
Ug¢bucaginin sahasini tapin.

Gostaris: Ug perpendikulyar hagqinda teoremdan isti-
fads edarak AACD-nin diizbucagl ticbucaq oldugunu g
asaslandirin.

Konusun hiindirliyd 20 sm, radiusu 25 sm-dir. Toapadan kegirilan va
oturacagin markazindan masafasi 12 sm olan kasiyin sahasini tapin.

Silindrik sakilds olan. odun pargasinin diametri
48 sm,uzunlugu 1,2 m-dir. Odun sakilds veri-
lan qaydada yariya bolinmisdr. Bir hissanin
tam sathinin sahasini hesablayin.

Qurumus agacdan odundograyan misarla sakilds gosta-
rilan 6lgilarda kotik kasilmisdir. Kotlyln oturacaginin
sahasini tapin.

Handurliyd h, oturacaginin sahasi S olan konus tapadan
x masafads oturacagina paralel mistavi ile kasilmisdir. 5
Kasiyin sahasi Sxolarsa,

&_ % oldugunu isbat edin.

S
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Kasik konus va sathinin sahasi

Diiz dairavi konusun oturacagina paralel mistavi il ,
. . . - s
kasilmasindan kigik konus va kasik konus alinir. /9

miistavi kasiyi

ust oturacaq

yan sath

hiindiirliik
<~— doguran

alt oturacaq

LELX
‘ paralel miistavilar

Kasik konus oturacaga paralel. mustavi kasiyi ilo oturacaq mustavisi
arasinda galan fiqurdur.

Kasik konusun yan sathinin sahasi boyiik konusun yan
sathinin sahasi ilo ondan oturacagina paralel mistavi
ila kasilib ayrilan «kigik konusun yan'sathinin sahasi
fargina barabardir. Sakildaki isaralemalari nezars alsaq,
bu farq asagidaki kimi olacaq:

Syan=wR(l+h) —mrh =7 [(r— )L +rl]

. / I+
Ucbucaglarin oxsarligindan r_11= P : nisbatini yazmaq olar. Buradan,

hr2=ri(l+ h) vaya (r.—rn)h =ril barabarliyini yan sathin sahasinin
yuxaridaki ifadasinda yazsagq,

Syan = T (rl#ral) =7 K(r1 + r2) alariq.

r+nr

Bu dusturu kasik konusun r = orta radius isaralomasindan

istifada edarak,
Syan = 2T rl

kimi yazmagq olar.

Kasik konusun tam sathinin sahasi yan sathi ils alt va st oturacaglarinin
sahalari comina barabardir:

Stam = TI(r1 + r2) + wr? + wr? = w(ri+ n) + w(r? + r?)
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Kasik konus va sathinin sahasi

Nimuna. Hiindlrliyd 8 sm, radiusu 6 sm olan konus oturacagina paralel mistavi
ila kasilmisdir. Alinan kasik konusun hindirliyi 4 sm-dir. Kasik konusun yan
sathinin va tam sathinin sahasini tapin.

Halli: Verilir: r2=6, h =8 sm, hxkon =4 sm

Tapmali: Syan = ? e
Stam = ? III ‘\\ ‘
= =2 _ s N
Syan— Tfl(r1+r2), r1—2 3, \ 8sm
I=l=4+32=5, /
Syan = 5(3 +6) =457 (sm?), x

Stm= 367 + 97 + 451 = 907 (sm?).

Oyranmea tapsiriglari

|L a) Kasik konusun dogurani 4 sm, oturacaqg ¢evralarinin uzunluglari 18 sm va
6 sm-dir. Konusun yan sathinin va tam:sathinin sahasini tapin.

Hesablamalar zamani it = % gabul edin.

b) Kasik konusun hiundurliyl 4 sm, oturacaglarinin radiusu uygun olaraq
3 sm va 6 sm-dir. Konusun yan sathinin va tam sathinin sahasini tapin.

E Kasik konus formali kagiz papagin aciq olan alt oturacaginin
radiusu 10 sm, Ust oturacagin radiusu isa
4 sm-dir. Kasik konusun dogurani 15 sm-dir. Papagin
hazirlanmasina an azi.neg¢a kvadrat santimetr kagiz islan-
misdir?

|i Sokilda verilanlara gora kasik konusun yan sathinin va tam sathinin sahasini
tapin.

a)

68m 4,2m

I 2 I

4 sm «—30 sm —

|i Sakilda verilanlars gora kasik konusun yan sathinin “ 12'sm
t

va tam sathinin sahasini tapin. \ 7
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Kasik konus va sathinin sahasi

|i Kasik konus formali vedranin alt oturacaginin diametri 22
sm, aclig olan Ust oturacaginin diametri iss 36 sm-dir.
Vedranin hiindirliyld 24 sm va vedranin hazirlandigi
metal tabaganin 1m2-nin giymati 5 manat olarsa, bir
vedraya taxminan ne¢a manatliqg material islanar?

Kasik konusun oturacaglarinin radiuslari va doguraninin nisbati 1:4:5 kimidir.
Hlandurliydn 8 sm oldugunu bilarak yan sathinin sahasini tapin.

=

[N

Tam sathi 5721 m?, oturacaglarinin radiuslari 6 m va 14 m olan kasik
konusun hindurltyiani tapin.

Kasik konusun yan sathi S, oturacaglarinin radiuslariisa R va r -dir. Tam
konusun yan sathini tapin.

[

[©

Kasik konusun dogurani 5 sm, oturacaglarinin radiuslari 1 smva
5 sm -dir. HiindUrllyi va yan sathi bu kasik konusun, uygun olaraq hiindr-
lGylna va yan sathina barabar olan silindrin oturacaginin radiusunu tapin.

|£). ABYX fiquru kasik konusun yan sathinin.agilisidir.

E
/
)(/' 9‘\ )(
A7 \ B

a) AB va XY govslarinin uzunlugunun 6 bucagindan asililigini yazin. Goéstarin
2n(R—r
ki, radianla g = % barabarliyi dogrudur.

b) Yuxaridaki barabarikdan va licbucaglarin oxsarligindan istifads etmakla
Ir

X= oldugunu gostarin.

R—r
c) AVB va XVY sektorlarinin sahasini tapin va onlardan istifads etmakla ABYX -in

sahasini, basqa sozls, kasik konusun yan sathinin sahasini tapin.
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Fazanin verilmis nogtasindan masafalari verilmis
masafani asmayan bitin nogtalar ¢oxluguna
kiira deyilir. Verilmis noqgtays kiiranin markazi,
verilmis masafaya isa kiiranin radiusu (R) deyilir.
Kiranin markazindan R masafads olan bitilin
nogtalar ¢oxlugu kiranin sathini amala gatirir.
Kiranin sathi sferadir.

Kira sathinin istanilan iki ndgtasini birlasdiran diiz xatt parcasina kiiranin

vatari (CD), markazdan kegan vatara isa kiiranin

diametri (AB) deyilr.

Yarimdairanin diametri atrafinda firlanmasindan —
kiira alinir.

Kdranin mistavi ile har hansi‘kasiyi dairadir. Bu dairanin markazi, kiira
markazindan kegan mistaviya ¢akilmis perpendikulyarin oturacagidir.

arkaz

Karanin radiusu R, kasan mustavinin markazdan masafasi d kasikda alinan

dairanin radiusu r olarsa, r 2= R*=d?alariq.

Niimuna. Radiusu 10 sm olan kiira markazdan masafasi
8 sm olan miuistavi ila kasilmisdir. Kasiyin sahasini tapin:
Halli: R = 10, d = 8 oldugundan kasikda alinan dairanin
sahasi Skes = T2 =« (R? = d2) = - (10> = 82) = 36m(sm?)

olar.

Kiranin markazindan kecan mdistavi kasiyi bu dairalar arasinda an
boylyidir va boyiik daira adlanir. Boyluk dairs kiira ila eyni markaza, ra-
diusava diametra malikdir.

Yarimkdira

Béyiik daira
Radius
Boyiik dammnmkura
Moarkaz

Hamginin kiradan asagidaki kimi hissalari da ayirirlar.

kiira seqmenti kiira qati-kiiranin iki paralel kasan kiira dilimi
milistavi arasinda qalan hissasi
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Praktik masgala. Qruplarla is. Topun Uzarini ipla .
ortma.

Lazim olan materiallar: top, ip, varaq kagizlar.

1. Har grupa bir top verilir. Topun Gzarins bir-birini  3)

ortmayacak va boslug galmayacaq sakilds ip dola- b)

yaraq onu ortmaya ¢alisin. Dari va parga topu mis-

mara barkidib firlatmagla bu isi daha asan yerina yetirmak olar.

2. Topun diametrini 6lgmak t¢lin mlzakiralar aparilir. Diametr miayyan edil-
dikdan sonra onun radiusu hesablanir.

3. Kagiz varaq lzarinda radiusu topun radiusuna barabar olan doérd daira ¢akilir.
4. Topa sarilmis ip agilir. ip dérd dairanin icini dolduracaqg sakilds dairalera
yerlasdirilir. Kiira sathinin sahasi hagqinda fikirlar yirtdaltr, dtstur yazilir.

Kira sathinin sahasi

Radiusu r olan kiiranin sathinin sahasi S = 4rtr? disturu il hesablanir.

Radiusu r olan gevranin daxilina diizglin A

coxbucagli ¢akak. Uygun dairanin diametri B — \
atrafinda firlanmasindan alinan kiiranin sathina

doguranlari bu ¢oxbucaglinin taraflari olan konus, C / \

kasik konus va silindrlarin.yan sathlarinin caminin
limiti kimi (¢oxbucaqglinin taraflarinin say1 sonsuz
artdigda) baxmagq olar.

Gostarak ki, coxbucaglinin tarafinin ox atrafinda. D

firlanmasindan alinan har bir cismin (konus, kasik \ /
konus, silindr) yan sathinin sahasi hiindirliyi bu Il _~
cismin hiindirliyiing, oturacaginin radiusu isa

goxbucaglinin apofemina barabar olan silindrin
yan sathinin sahasina barabardir. Coxbucaglinin apofemini riils isara edak.

F

A

)

T

|

et i - NG
~

—
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Dogurani AB olan konusun yan sathininBsR/lhasi: Sk=m - AB - BM
AAMB: ~ AATO oldugundan, !

AT T OT

AT -BiM = AM - OT barabarliyinin har iki tarafini 2-
ya vurub, 2-AT = AB, OT = r1oldugunu nazars alsaq,
AB - BiM = 2r1- AM olar. Demali, Sk=7 - AB - BiM =
2ntri- AM

Dogurani BC olan kasik konusun yan sathinin
sahasi Sik=m(BM + CN) - BCva D \
QG = % oldugundan, h

Sik= 21 - QG - BC olar.

Digar tarafdan ABPQ ~ AQGO oldugundan;. -0 BQ  F

QG .~ oQ
QG - BQ = BP - 0Q barabarliyinin har.iki tarafini 2-ya. vurub,
2-BQ=BC, 2 BP=MN, 0Q = r: oldugunu nazaraalsag, QG - BC=r1- MN va

Sk = 21tr1- MN olar.

Dogurani CD olan silindrin yan sathinin sahasi liglin Syan=27r1 - NK oldugu ay-
dindir. Oxsar qayda il dogurani DE olan kasik konus ve dogurani EF olan
konusun yan sathi liglin uygun olaraq Sk«.2= 2rtriKL, Ske= 27tr.LF alarig.

Belalikla, AF diametri atrafinda firlanmadan alinan cismin sathinin sahasi
S=27nr (AM + MN + MK + KL + LF) = 2ntri:AF = 21trs- 2r = 4gerriolar.
Coxbucaqglinin taraflarinin sayini sonsuz artirsaq, r: giymati kiiranin radiusuna,
alinan cismin sathinin sahasi kiiranin sathinin sahasina yaxinlasacag. Belslikls,
klranin sathinin sahasi liclin Skirs = 27tr -2r.= 4mtr? alariq.
Oyranma tapsiriglar

|L Kiralarin sathinin sahasini hesablayin.

a) & b) : c)
& e

& Oyun toplarinin sathinin sahasini hesablayin.

e~

o

Futbol topu  Tennis topu Bouling topu  Qolf topu Basketbol topu
r=11sm r=3,3sm r=10,9 sm d=4,3sm d=24,3sm

|i Ayin diametri Yerin diametrinin dérdda biri gadardir. Bu iki
sama cisminin sathlarinin sahalari nisbatini yazin.
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Ii Sokildaki yarimdaira x oxu atrafinda bir tam dovr

firlanmusdir. ) SN

: . B N
a) Hansi faza fiquru alinmisdir? 2 -
b) Bu fiqurun sathinin sahasini sakilds verilanlara [ X

200 [274]
gora hesablayin. ’ \0 \ % \ﬂt | ¢

Radiusu 5 sm olan kilranin sathinin sahasi radiusu 4 sm olan konusunyan
sathinin sahasindan 5 dafa goxdur. Konusun hindurltyind tapin.

Kiiranin sathinin sahasinin Arximed izahi:

Tutaq ki, sakilda gés- Bu fiqurun firlan- Bu faza cismi iki =~ Goxbucaqlinin taraflarinin
tarildiyi kimi, diizgiin masindan kiira va kasik konusdan va = sayini sonsuz artirsaq, fa-
coxbucaqlinin daxilina onu 6rtan faza cismi ~ silindrdan ibarat- (za cismi formaca kiiraya
daira ¢okilmisdir. alinir. dir. daha ¢ox yaxinlasacagq.

® CO\E

Kasik konuslarin va silindrin sathlarinin camini tapsaqg, kiiranin sathinin
sahasini tapa bilarik. Kasik konuslardan birinin ox kasiyina baxaq. Tutaq ki,
bu konusun hindirliya h, orta
¢evrasinin radiusu m-dir. Kiiranin ra-
diusunu r, boylk dairasi xaricina ¢o-
kilmis diizglin coxbucaglinin tarafini
iso a gabul-edak. Kasik konusun yan
sathinin’sahasinin 2tma, hamginin

2ntma = 21trh oldugu gorundr, yani ke-

sik konusun yan-sathi oturacaginin radiusu r va hiindur-
IGyl ‘A olan silindrin yan sathins barabardir. Demali,
kiirani ahata edan fiquru silindr kimi gabul etmak olar.
Buradan isa kiirs sathinin sahasinin radiusu r, hiindir-
Gyl 2r olan silindrin yan sathinin sahasina barabar

oldugu alinir. Yani, S='S yansi = 2trh = 2ntr - 2r = 4wr?

Arximedi heyratlandiran silindrin tam sathinin sahasinin
kiiranin sathinin sahasina olan nisbatinin 3:2 olmasi idi.
Bunusiz do isbat edin.

a)Kirs sathinin sahasini tapin

b) Silindrin tam sathinin sahasini tapin.

c) Silindrin tam sathinin sahasinin kiranin sathinin sahasina
nisbatini yazin.
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Kiira segmentinin sahasi

Kars
segmenti

Kiranin kasan mistavi ila ayrilmis hissalarina
seqment deyilir. Klranin miustavi ilo
kasismasindan alinan dairaya segmentin
oturacagi, kiiranin bu dairaya perpendikul-
yar diametrinin seqmentin daxilinda galan e
hissasina iso seqmentin hiindiirliiyi deyilir. e

Kira sathinin sahasi diisturunun gixarilisina ﬂb N
oxsar gayda ila gostarmak olar ki, radiusu r /

olan kiiradan ayrilan h hiindirliklu kiirs seg-
mentinin sferik sathinin sahasi S = 2xtrh diis-
turu ils hesablanir.

7.

Radiusu 18 sm olan kiirs markazdan 5 sm masafada miistavi ilo kasilmisdir.

Alinan kicik kiira segmentinin sferik sathinin sahasini tapin.

Sathinin sahasi 4001 sm? olan kiira markazdan 6 sm masafada muistavi ila

kasilmisdir. Alinan boyiik kiira segmentinin sferik sathinin'sahasini tapin.

Kirs markazdan 3 sm masafade mustavi ila kasilmisdir. Alinan kasiyin
gevrasinin uzunlugu 8m sm olarsa, kiiranin va har bir segmentinin sferik

sathinin sahasini tapin.

. a) Yarimkiranin mastavi sathinin sahasini hesablayin.

b) Yarimkiranin sferik sathinin sahasini hesablayin. '

¢) Yarumkiranin tam sathinin sahasini hesablayin.

d) Yarimkiranin'tam sathinin sahasi Gcin Gtmumilasmis dlstur yazin.

. Tam sathinin sahasi 1471t sm? olan yarimk{ranin radiusunu tapin.

. Kiranin radiusu 15 sm-dir. Markazdan 25 sm masafada olan ndqgtadan bu

kira sathinin géruna bilan hissasinin sahasini tapin.

. Etnografiya.Kanada, Qrelandiya, Alyaskada yasayan insanlar iglu

adlandirilan gar evlarda yasayirlar. Bu evlarin yasayis hissasi yarimkiira
soklindadir.
a) Sakilda verilan dlciilora gora iglunun yasayig ~ Yasayis sahasi

sahasini (désamasinin) tapin. Giris V scgmu.
b) Evin yasayis hissasinin buzla 6rtili sathinin m -
sahasini tapin. l<—3m——>|
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Kiira va hissalarinin sathinin sahasi

Kiira qursaginin sahasi

Kiira qursagi kiira sathinin iki paralel mlstavi arasinda
galan hissasidir. Paralel mustavilar arasindaki masafaya
kiira qursaginin hiindurliyu deyilir.

Kira qursaginin sahasini mistavilarin kiiradan ayirdigi
segmentlarin sferik hissalarinin sathlarinin fargi kimi tap-
magq olar.

Radiusu r olan kiiradan ayrilan h hiindirliiklii kiirs qurgaginin sahasi
S = 2xtrh disturu ila hesablanir.

Niumuna. Kiranin radiusu g barabar hissaya bolinmis
va bu nogtslardan radiusa perpndikulyar mistavilar
kecirilmisdir. Kiranin radiusu r= 9 olarsa, alinan kiira
gursaginin sahasini tapin.

Halli: r =9, h = 3 oldugundan kira qursaginin sahasi
S =2nrh = 54x olar.

. Radiusu 20 sm olan kiiradan aralarindaki masafa 8 sm olan iki paralel mistavi

ilo kiira qursagi ayrilmisdir.

a) Kuira qursaginin sathinin sahasini‘hesablayin.

b) Kiira qursaginin sathinin sahasinin kiranin sathinin sahasina olan nisbatini
tapin.

Kira qursaginin sahasi 481 sm?, hiindirlUyl iss 4 sm olarsa, kiiranin ra-
diusunu tapin.

. Kuranin'diametri 30 sm-dir va iki |1_7 Sakilda verilanlara gora kiira

paralel mistavi ila ¢ barabar hissaya gursaginin sathinin sahasini

bélunmusdir. Kiradan "& tapin.
ayrilan har bir hissanin

sferik
sathinin sahasini
tapin.

. Kiira qursaginin oturacaglarinin radiuslari 20 sm va 24 sm, kiiranin radiusu

isa 25 sm-dif. Kiirs qursaginin sathinin sahasini tapin. iki hala baxin.

. Hindurlyd 7 sm, oturacaqglarinin radiuslari 16 sm va 33 sm olan kiira

qursaginin sathinin sahasini tapin.

- Klranin radiusu R-dir. Oturacaglarindan biri kiiranin boyik dairasi, yan sathi

isa oturacaqglarin sahalari comina barabar olan kiira gatinin hiindurltyini
tapin.
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Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi

|L Fiqurlarin tam sathlarinin sahasini tapin.

a) e b) a c) 8 sm

10 sm

10 sm

17 sm
|<—>|

=

N

3
|_\
o
wv
3

diizgiin prizmadan yarimkéra'oyulub

O

|A Silindrik formali agacdan sakilda gostarildiyi kimi iki '
eyni yarimkiirs oyulmagla suvenir hazirlanmisdir. Silin-
drin hiindirltyl 10 sm, radiusu 4.sm olarsa, suvenirin

tam sathinin sahasini hesablayin. a

Ii Figurun tam sathinin sahasini hesablamagq lgtin verilan dayisanlarls dis-
turlar yazin.

a) - ;
G "

/

|i Fiqurlarin tam sathlarinin sahasini hesablayin.

a) a0 b) A5 m

6m - 4
g 4m
“ 12 m

6m

|i Sakildaki @lctilords olan metal konstruk- radius radius 1,5 sm radius
siyanindaklanmasi xisusi texnologiya ilo apa- 3 sm
rilir.4 kv.m sahani lakla 6rtmak Ggiin 0,25/ lak
isladilir. 1000 adad bels konstruksiyani lakla-
maq Ugln nega litr lak isladilar?

3sm
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Kompleks fiqurlarin sathinin sahasi

ls.

Rasid sakilda gostarildiyi formada katil diizaltmak istayir.
Katilin oturacaq hissasi silindrformali olmagla radiusu 30
sm, htindirltyd 20 sm-dir. Silindrin yan Uz va Ustl parga
ilo  Uzlenmalidir. Tikisloara ve kasim formalarina
islanmasina gora uzllik parga real sathdan 20% artiq
isladilir. Rasidin 1 m? Uzlik parcasi var. Bu parca katili
lizlamak Uglin ¢catarmi?

Futbol topunun sathi bir-birina tikilmis bir ne¢a diizglin altibucaqlidan
(heksaqon) ibaratdir. Altibucaqglilarin dlgilari sakilda gostarildiyi kimidir.

a) 6 bucagini tapin

b) x va y dayisanlarinin giymatini tapin.

c) Sakilda gostarilan trapesiyaninsahasini tapin.
d) Altibucaglinin sahasini tapin.

e) Topun sathinin sahasi 7683 sm? olarsa, topun
sathinda neg¢a altibucagl oldugunu tapin.

Handarluyd 2 sm olan hab, diametri 0,5 sm olan silindr va iki

4 sm

t
y
v

8\,

|4

yarimkiradan ibaratdir. Habin gabulunu va sorulmasini
asanlagdirmaqg Ugln. xususi tabaga ile Ortllmisdur. Bu

tabaganin sahasini‘hesablayin.

Fiqurlarin sathinin sahasini hesablayin.

16 sm

Plastik materialdan hazirlanmis hindurliyl 66 sm,
oturacaginin radiusu 12 sm olan silindrdan hiindir-
[Gyl 48.sm, radiusu 9 sm olan silindr, daha sonra sa-
kilda“gostarildiyi kimi sferik hissa oyularaq gab
dizaldilmisdir.

a) Qabin daxili sathinin sahasini;

b) Qabin xarici sathinin sahasini tapin.
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Oxsar fiqurlarin sathinin sahasi

Oxsar faza fiqurlarinin uygun xatti olgilarinin
nisbati sabit olub oxsarlig amsalina barabardir.
Sakildaki konuslarin oxsar olduglarini yoxlamaq
Ggln verilan uygun olgilarinin nisbatini tapag.
ogoar bu konuslar oxsardirsa, radiuslarinin
nisbati hiindirliklarinin nisbatina barabar
olmalidir.

Demali, bu iki konus oxsardir va oxsarlig amsali 2-dir. Bu o demakdir ki, kigik
konusun bitin 6lgllarini mitanasib olaraq iki-dafa boyiitsak, boyiik konusla
kongruyent konus alariq. Yaxud da'aksina, boylk konusu iki dafa kigiltsak, kigik
konusa kongruyent konus alariq. Har hansi figuru mitanasib boyitmak va
kiciltmakla onlara oxsar fiqurlar almag mimkiindur.

Oxsar fiqurlarin sathlarinin sahalari nisbati onlarin uygun xatti dlgllarinin
nisbatinin kvadratina, yaxud oxsarliq amsalinin kvadratina barabardir:

S(F1)

S(F2) e

k
Fi~F2 =>

Oyranma tapsiriglari

|£ Asagidaki fiqurlarin.oxsar.olub-olmadiglarini misyyan edin.

12 sm

b)
a) ‘2 sm m 4 sm
(> =
10 sm 10 sm O 1 sm 15,3 sm

15sm 15 sm

Sakildaki konuslar oxsardir. Onlarin tam sath- IS 1
. Y e . & 60 mm
larinin - sahalarinin nisbatini tapin. Kigcik o
konusun hindirliyiin boylik konusun '\' s
Q o mm
hiindiirliy ils ifads edin. 100 mm

iki kiiraninfadiuslari nisbati 1:3 kimidir. Bdyiik kiiranin sathinin sahasi kigik
kiiraninsathinin sahasindan 157 sm? ¢oxdursa, kigik kiiranin sathinin sahasini
tapin:

iki oxsar silindrin yan sathlarinin sahasi 48m ve 108w kvadrat vahiddir. Kigik
silindrin hindurliyt boyuk silindrin radiusuna barabardir. Silindrlarin
radiuslarini va hindarltklarini tapin.
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Umunmilasdirici tapsinglar

|

2.

Radiusu 5 sm olan konusun tam sathinin sahasi hiindiirliyi 4 sm, radiusu
5 sm olan silindrin tam sathinin sahasina barabardir. Konusun hiindiirliyini
tapin.

Konusun yan sathinin sahasi oturacaginin sahasindan iki dafa ¢oxdur.
a) Konusun dogurani (/) ila radiusu (r) arasindaki asihligi yazin.
b) Radiusu 6 sm olarsa, konusun yan sathinin sahasini tapin.

Prizma va silindrlarin tam sathlarinin sahasini hesablayin.

13 sm

diiz ligbucaqli prizma

lara qablase¢
100 sam q
lazim olar?

arton itkisi nazara alinmaqla
azl nega kvadratmetr karton

. . 18 sm
lan damir konstruksiyadan taxil B

taxili bosaltmagq Ugtin istifads edilir.

miqyasi ila ¢akilmisdir. Konstruksiya silin-

kasik konus formali hissalardan ibaratdir. 22'sm
ilda verilan olgllara gora bu konstruksiyaya  1g9sm

isladilmis metal tabaganin sahasini hesablayin.

Sakilda
anbar

132



Umumilasdirici tapsiriglar

l6.

7.

Piramida va konuslarin tam sathlarinin sahasini hesablayin.

b)
13 sm 6 sm

Qarisga radiusu %sm, hindarliyd 24 sm olan

silindrin oturacaq ¢evrasi Uzarinda yerlasan A
ndqtasindan baslayaraq vintvari yolla B négtasina = 24sm
galmisdir. Qarisganin getdiyi yolun uzunlugunu

tapin.

Kirays toxunan mistavi Uzarinda gotlrilmiis nogtadan toxunma noqtasine
gadar masafa 9 sm, kiiranin markazina qadar masafa isa 15 sm-dir.
Kira sathinin sahasini tapin.

Konusun agilisi radiusu 8 sm va bucagi 90° olan daira sektorudur. Bu konusun
ox kasiyinin sahasini.tapin.

. Silindrin dogurani 10 sm-dir. Silindrin.doguranindan bir-birina perpendikulyar,

sahalari 30_sm?va 40 sm? olan iki mustavi kasik kecirilmisdir. Silindrin yan
sathinin.sahasini tapin.

. R radiuslu kiiranin markazindan d: va d> masafada kasan paralel mustavilar

kegirilmisdir. Alinmis kiira qursaginin sathinin sahasini tapin. iki hala baxin.

. Kasik konusun ox kasiyinin diagonali d olub oturacagla a bucagi smals gatirir.

Kasik konusun tam sathini tapin.

. Konusun ox kasiyi tapa bucagi 2a, hiindiirliyl H olan barabaryanh Gicbucaqdir.

a) Konusun tam sathinin sahasini; b) Konusun yan sathinin agilisindan alinmis
sektorun-markazi bucagini tapin.

. Radiusu 5 sm olan kiradan hiindirliyt 1 sm olan segment va tapasi kiiranin

markazinda, oturacagl seqmentin oturacagl olan konus oyulmusdur. Qalan
cismin sathinin sahasini tapin.
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Funksiyanin toramasi

-
Iy
4
e Dayismanin orta slirati, doyismanin ani slrati
¢ Funksiyanin téramasi
e Toxunanin tanliyi
e Diferensiallama qgaydalari I
* Hasilin toramasi ‘
* Nisbatin toramasi |
e Mirakkab funksiyanin toramasi
e Toramanin tatbigi ilo masala halli
e ikinci tortib téroama |
e Ustlii va logarifmik funksiyalarin téromasi
e Trigonometrik funksiyalarin téramasi
Riyazi ltigat
v’ dayismanin orta siirati v diferensiallama
v" dayismanin ani siirati ¥ ikinci tartib térama
v’ grafikin kasani ¥ marijinal giymat
v grafika.toxunan ¥ marjinal galir
v bucag amsali ¥ marjinal manfaat
v’ térama funksiya
v diferensial




Dayismanin orta siirati, dayismanin ani siirati

Biz indiya gadar dyrandiyimiz cabri qaydalarla real hayati situasiyaya uygun
statistik malumatlar alds edirdik. Lakin bir cox hallarda istehsalatda, tibds,
hamcinin elmin miuxtalif sahalarinds daha dinamik malumatlarin alds
edilmasina, basqga sozla bir dayisanin tasiri ile digarinin hansi sliratle dayisdiyini
izlamaya ehtiyac olur. Masalan, reklam meneceri xarclanan har yeni mablaga
gora galirin neca dayisdiyini, hakim verdiyi darmanin dozasini artirdiqca gara
ciyarin strukturundaki dayisma dinamikasini bilmak istayir va s. Dayisma
stratinin miayyan edilmasina aid nimunalara baxaq.

Orta siirat. Sakilds avtomobilin magistral yolda barabarsiiratli harakatds va
sahar daxilinds dayisansiratli harakat- s(m)

da gat etdiyi yolun zamandan asililig .,

grafikleri verilmisdir. Barabarsliratli 9001 Sabit siratli horokot.
harakatda, barabar zaman araliglarin- ggg magigikatyolda, 60km/saal /|
da gedilan yollar eyni uzunlugdadir va 600 i
harakati grafik tasvir edan diz xattin igg

bucaq amsali slirati gostarir. Dayisan- 300 o siirotli horokot,

T . - 2001 " M ! har. daxilinds
siiratli harakatda iss avtomobilin bara- o0l 7 e . | sprendtinGs

bar zaman intervallarinda getdiyi yollar 0 5 1015 202530 354045 50 55 60 £(san)
eyni uzunlugda olmaya bilar. Bu halda
orta slratin giymatindan istifads edilir.

Cismin miayyan zaman muddatinds getdiyi yolun bu middata olan nisbatina
orta siirat deyilir: As

Vor= ——

At

Niimuna 1. Zarraciks(t) = 0,5 t? qanunu ila duzxatli
harakat edir. a) [1; 3], b) [1; 2] zaman araliglarinda
orta siirati tapin/(s metrls, t saniya ila 6lgllir).

Halli: a) 1 < t <3 zaman araliginda orta siirat:

As _s(3)—s(1) _ 4,5-0,5 ->
At 3-1 2

(m/san).

b) 1 <t <2 zaman araliginda orta sirat:

A_S:S!ZE—S!].!: ﬂzl's (m/san).
A 2-1 1
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Dayismanin orta siirati, doyismanin ani siirati

Dayismanin orta siirati yA

f(x) funksiyasinin a < x < b araliginda orta dayisma

Q(b; f(b))

_ PQ kasani :

siroti 0T i tapu, | b) - la)
Bu nisbat f(x) funksiyasinin grafikinin (a; f(a)) va h _B_—'a_"d

(b; f(b)) noqgtalarindan kegan kassnin bucaq 5 >

amsalina barabardir.

Ani siirat. Ani slirati asagidaki nimuna lizerinds arasdirag.
Niimuna 2. Cadvalda s(t) = 0,5 t?qanunuila diizxatli harakat edan.cismin

At-nin bazi kicik giymatlari lgln [2; 2+At] zaman kasiyindaki orta sirati
hesablanmisdir.

zaman kasiyi orta surat
. - 2,205-2
[2’ 2’1] 5(2,1) 5(2) _ \ 0,205 _ 2'05
2,1-2 2,1-2 0,1
[2; 2,01] 5(2,01) =s(2) B 2,02005 -2 _ 002005 2,005
2,01-2 0,01 0,01
[2; 2,001] s(2,001) —s(2) 2,0020005-2 _ 0,0020005 _ 2 0005
2,001-2 0,001 0,001 ’

Cadvala gors, t = 2 saniya anindaki siiratin 2 m/san olacagini taxmin eds
bilarik. Umumiyatls, [2; 2+At] zaman kasiyinda orta siirat

s(2+At)-s(2)  0,5:(2+At)*-0,5-2 24t +0,5(At)?

At = At = = a 2 +0,5At

olar. At-ni sifira yaxinlasdirib [2; 2+At}zaman kasiyini qisaltmagla, limit
vaziyyatinds t = 2 saniya anindaki stirati taparig: v (2) =A“mo(2 +0,5At)= 2.
—

Belalikls, s(t) ganunu ila diizxatli harakatds istanilan t aninda siirat

_ lim _s(t+At) —s(t)
vit) = 150 B v olar.
Oxsar gayda ila istanilan funksiya liclin x = a néqtasinda ani dayisma suratini

lim fla+Ax)=fla) a Lim S =AA9) i ifado etmok olar.
Ax—0 A x —a b—a

Dayismanin ani siirati

lim f(b)=fla) limiti f funksiyasinin x = a néqtasinda ani dayisma
b=a b-a  siiratini ifads edir.

136



Dayismanin orta siirati, doayismanin ani siirati

indi isa kasanin vaziyyatinin ayri (izarinds dayismasini miisahida etmakls orta
suratin ani surata kegmasini miisahida edak.

Qrafikde Si, Sz, Ss, Ss,... négtaleri S A’ (a+ Ax; flat Ax)) @
nogtasinin T noéqtasine dogru yerini
dayismis vaziyyatlaridir. Burada Ax-in kasonlor
giymati kiciloarak 0-a vyaxinlasdiqca S

noqtasi do ayri boyunca yerini dayisarak T :
noéqtasina yaxinlasir va nahayat, onunla ; T(a;f(a))é
Ust-tsta disur. 0 a atAx &

S nogtasi ayri Gzra T ndgtasina yaxinlasdigda TS kasaninin limit vaziyyatine
(ogar limit varsa) T ndqtasinds ayriya ¢akilon toxunan deyilir.

Ax—>0 oldugda kasanin bucag.amsalinin limiti, yani f(x) funksiyasinin
X = a noqtasinds ani dayisma sUrati funksiyanin grafikine T (a; f(a))
noqtasinda ¢akilmis toxunanin bucaq amsalina barabardir:

im  fla+8 )= fla)

k=Ax—>0 A X

Niimuna 3. Sarbast diismada t = 2 san anindaki slirati tapaq.

Halli: Sarbast diisan cismin getdiyi yolun t zamanindan asililig

t2
s(t)= gTsainndadir. Burada g sarbastdiisma tacilidir va g = 10 m/san?

oldugundan s = 5t yazmagq olar.
Harakatin baslangicindan 2 saniya sonraki. At saniyalik zaman intervalinda orta
5-(2 + At)2 — 5:22
At

t = 2 saniya anindaki sdrat asagidaki limitin gqiymatina barabardir:

. (2 + 2_6.92 . ( )2_ 2 .

lim W A1) -8 =5. lim [(2+£4t)7°=2 ]=5- lim (4 +At) = 20 (m/san)

At->0 At At->0 At At>0
Niimuna 4. y = x? + 3x funksiyasi verilmisdir. a) 1 < x < 3 araliginda dayismanin
orta siiratini; b) x = 2 oldugda ani dayisma siratini tapin.

surat m/san olacagq.

Halli: a) a = 1, b = 3 oldugda orta dayisma slirati

fib)-fla) ~ .[32+33] —[12+31] _1a o
b—a - 31 ==~ =7olur
b) x = 2 oldugda ani dayisma siirati
o fl24 AX) - flx) . (2+Ax)2 + 3-(2+Ax) —(22+3-2)
lim =lim
&0 Ax 50 Ax
Clim 42200+ (AX)P+3-2430x —22-3:2 | 4Ax+ (Ax)? + 30X
W A = lim, Taa
=lim (Ax+7) = 7 olar.
Ax—0
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Dayismanin orta siirati, doayismanin ani siirati

Oyranma tapsiriglari

|L Su avtomatinda stakan 4 saniya arzinda dolduruldu.
Qrafik, stakandaki suyun saviyyasinin zamandan asili
dayismasini aks etdirir. Suyun saviyyasinin dayisma
sliratini muayyan edin.
intervalinda dayisirmi?

a) [0;2] b)[2;3]

2) Bu tapsirigda aldiginiz naticalarle 1-ci
tapsirigin naticalarini miigayisa edin. Fikrinizi

Umumilagdirin.

c) [4; 5]

hagginda malumati aks etdirir.

a) Bu yarisin qalibi kimdir? 9saslandirin.
b) Har bir idmangi U¢lin gagis yolunda stirat
dayismalarini aks etdiran malumati yazin.

Sakilda gedilan s yolunun t zamanindan asililigl
tasvir olunmusdur.
1) Verilan zaman kasiyinda orta strati tapin:

d) [0; 5]

Qrafik 3 nafarin 1000 m masafaya qgagisl

masafa(metr)

Siirat har hansi zaman

darinlik(sm)

O T 3734
zaman(san)

—_
i
w

~ys

—t
(3]
(V5

I
W
o =

1000

900

80

70

Farid

Vo,
/ Fazil Elsan

60
50

40

30

20

1004

051 15 2 2,5 3 3,54
zaman(daqiqa)

455

Codvala gora:a)—3<sx<-1;b)-3<x<3;c)1<x<7;d)3<x<9aralglarinda
dayismanin orta suiratini miayyan edin.

X -5 -3 -1 1 5 7 9
y 7 -5 -3 -1 12 21 48
|S. Qrafik malin reklamina xarclenan puldan N¢ (4:700)
. 700~ !
(m, min manatla) asili olarag satilan malin Seook (3600 7
N(m) sayinin dayismasini aks etdirir. € 500l (2:480) /|
a) m-in0va 1; 1 va 2; 2 va 3; 3 va 4 arasinda %400(—1.30 i
dayismasi ila N(m)-in dayismasini miayyan edin.  §3%° f
b) m artdiqca dayismanin orta siirati artir, yoxsa 8 igg_
azalir? Bunu real situasiyaya uygun izah edin. Ly
(o} 1 2 3 4 m
Xarclanan pul (min manatla)
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Dayismanin orta siirati, dayismanin ani siirati

l6.

Yuxari atilmis topun yerdan hiindirliiyliniin za- 30 (2,5:25)
mandan asilihgi grafikla verilmisdir. g;g

1) Top maksimum hansi hiindirliys galxmisdir? 215

2) Top hansi hiindirlikdan havaya atilmisdir? E 105

3) Hansi zaman araliginda topun yerdan hindir- o5 1 4 >

zaman(saniya)

layd azahr?

4) Verilan zaman (saniya ila) intervallarinda topun yerdan hiindirliytnin
dayismasinin orta giymatini tapin: a) 0-dan 1-a gadar; b) 3-don 4-a gador.

Danizdaki platformalarin birinds yaranmis sizma naticasinda
neft lakasi har 30 saniyada radiusu 1 m artmagqla dairasakilli-
olaraq yayllmaqdadir.
1) 2-ci dagigadan 30-cu dagigaya gadar neftin yayildig saha
hagginda malumati aks etdiran ¢adval qurun va grafik ¢akin.
2) Verilan zaman intervallarinda yayilma siratinin orta giymatini tapin:

a) ilk 5 dagiqads; b) névbati 10'dagigads; ¢) ilk-30 daqgiga arzinda
3) 5-ci deqigadaki ani yayilma surati ila 20-ci. dagigadaki ani yayllma siirati
arasindaki fargi tapin. Bu malumat na tglin yararl ola bilar?

Har bir funksiya tc¢lin cadvali doldurun. |9_ f(x) = 2¢funksiyasinin
grafikini absislari:

a) flx) = 4x? h flx+.h) - flx) a)x1=0vax2=1;
b) fix) =5 | X h b)xi=1vax =2
= y2
;) fix) '_X 0 > | 2 olan noqtalardas kasan diiz
) fix) % 5 1 xattin bucaq amsalini tapin.
501
5 0,01

|£)' Qrafiklara ¢akilmis toxunanlarin bucag amsalini taxmin edin. Bu hansi siirati

11

gostarir: ani, yoxsa orta?

y Y y
a) L H AR b) -, c) Vs 5’/
r< 1 U
\ . 4
/] ° A
A\ /
4 4\ - 5 IoRES 772\7(/ 1416

Diizxatli harakat edan cismin getdiyi yolun zamandan asililig
s(t) = t? + 3t + 2 funksiyasi ila verilmisdir (s metrls, t saniya ila 6lgiliir).
Verilan anda cismin slratini tapin: a)t=1; b)t=5.
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Funksiyanin téramasi

Ani dayisma sliratini hesablama za-
rurati isaak Nyuton (1642-1727) ve
Gottfrid Leybnis (1646-1716) tarafin-
dan hesablamanin an tamal va glicli
gaydasinin—diferensial hesabinin
formalagmasina gatirib ¢ixardi. Bu
gaydanin takmillasdirilmasi “téreama”

anlayigini dogurdu.  isaak Nyuton " Gottfrid Leybnis
(1642-1727) (1646-1716)

Ani sliratin va ayriya ¢akilan toxunanin bucaq amsalinin tapilmasi masalalari
mahiyyatca eynidir va mlayyan funksiyaninani dayismasinin tapilmasina gatirilir.
indi isa bu anlayiglari imumilasdirak.

Funksiyanin téramasi A

Tutaq ki, y = f(x) funksiyasi (a;b) intervalinda tayin Lty ! 1o
olunmusdur. Har hansi xe (a;b) néqtasini geyd edsk fix) oy
va arqumenta ela Ax artimi verak ki, x + Axe (a;b) T E E
olsun. Onda funksiya uygun A f = f(x + Ax) — f(x) artimi 5 p X;AX >
alar.

Torif: Arqument artimi sifira yaxinlasdigda funksiya artiminin argument artimina
nisbatinin sonlu limitivarsa, bu limits f{x) funksiyasinin x néqtasinda téramasi
deyilir va bela yazilir:

Af _im fix+ Bx) - f(x)

f (X) =|A!m°ﬂ Ax>0 AX
f funksiyasinin téramasi yeni bir funksiyadirva f(x) ils yanasi % (Leybnis

yazilisi) kimi da isaraedilir.

9gar x nogtasinda f(x) funksiyasinin f ‘(x) toremasi varsa, bu halda deyirlar ki,
f(x) funksiyasi bu noqgtads diferensiallanandir. Verilmis intervalin har bir
noqtasinda diferensiallanan funksiyaya hamin intervalda diferensiallanan
funksiya deyilir.

Funksiyanin téramasinin tapilmasina diferensiallama amali deyilir.

Toramani tarife gora tapmagq Uglin asagidaki addimlar yerina yetirilir.

1. fix + Ax) tapilir.
2. fix +Ax) = f(x) fargi sadalasdirilir.

3. fox+Ax) — fix) nisbati yazilir va sadalasdirilir.

o i X+ 80 — £

4. Ax—>0olmagla f'(x) = o limiti (varsa) tapilir.
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Funksiyanin téraomasi

Niimuna 1. f(x) = kx + b funksiyasinin f “(x) tdramasini tapin.

Halli:
e - -
f'lx)= LLTOWﬂim Kx+80 + b -+ b) =limk =k

x>0 Ax x>0

Demali, (kx + b)’ = k olur. Xisusi halda, k = 1, b = 0 olduqda alariqg: (x)'=1

6ramanin handasi manasi. Toxunanin tanliyi

y = fix) funksiyasi xondqtasinda diferensiallanan- 0
dirsa, onun grafikina (xo; f(x0)) néqtasinda toxu- y* %

1
nan ¢akmak olar.

. . . . o0 . q ye (xo; y0)
Funksiyanin toramasinin xo' noqtasindaki S
giymati absisi xo olan noqtada grafika ¢akilmis ,@+"
toxunanin bucaq amsalina barabardir: >

’ 0 Xo X
ktox=f (Xo).

(xo0; yo) négtasindan kegan va bucag amsali k olan diiz xattin tanliyi

y — Yo = k(x — xo) saklindadir. Absisi Xoolan nogtanin ordinatinin yo = f(xo),
toxunanin bucag amsalinin k = f'(xo) eldugunu nazara alsag, f(x) funksiyasinin
grafikina absisi xo olan'ndgtada ¢akilmis toxunanin tanliyi

¥y —flx0)=f'(x0) - (x=x0) olar.

Niimuna 2. f(x)= X funksiyasinin: a) téramasini; b) f '(-3) va f '(4) giymatlarini;
c) funksiyanin grafikina absisi x = -3 ndqtasinda gakilan toxunanin tanliyini yazin.
Halli:

flx+Dx) - f(x)

. = . ’ A I|m ..
a) Tarifa goros torama f'(x) am o~ kimi tapilir.
A
1. fix + Ax) = (x + Ax)?> = x? + 2x-Ax + (Ax)? \\ ); f'
2. fix + Ax) — f(x) = (X2 + 2xAx + (Ax)?) — x> = 2xAx + (Ax)? \ 16 4:16)
[ flx) = x2
Fix+0x)—flx)  2xDx+ (AX)*  (2x + Ax)Ax X\ f
3. = = ————=2x+Ax [(39) 8
Ax Ax Ax § /i
A
, o flx + Ax) - fix) . \K; P4 -
4. f'(x) = IALTO Ax = L'g‘o (2x + Bx) = 2x —5—:—3—2\\10 12 345 %

flx) = x*funksiyasinin téramasi f '(x) = 2x funksiyasidir. Gortinduyd kimi, kvadrat
funksiyanin téramasi xatti funksiyadir: (x2)' = 2x

b) f'(x) = 2x oldugundan, f'(-3)=2:(-3)=-6; f'(4)=2:4=8
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Funksiyanin téromasi

c) Diz xattin y—yo = k(x —xo0) dlsturuna gora toxunanin tanliyini yazaq.

f'(-=3) =—6 oldugundan, absisi xo = —3 olan négtada toxunanin bucaqg amsall

k =—6-dir. Qrafik Gzarinda absisi xo = -3 olan néqtanin ordinati

yo = f(—3) = 9-dur. Bu giymatlari yerina yazsaq, absisi xo = —3 olan noqtada
toxunanin tanliyi. y—9=-6(x+3)vaya y=—6x—9 kimi olar.

Aparilan hesablamalara gors funksiya hagqinda deyas bilarik:

v’ (-3; 9) néqtasinda toxunanin bucaq smsali k = —6-dir.

v’ (4; 16) négtasinda toxunanin bucaq amsali k = 8-dir.

v' x=-3 giymatinda ani dayisma siirati —6-dir.

v x =4 giymatinda ani dayisma siirati 8-dir:

v" Absisi xo = =3 ndqtasinda toxunanin tanliyi y.= — 6x =9 kimidir.

Niimuna 3. f(x) = x3 funksiyasinin: a) téramasini;

b) f' (-1) va f' (1,5) giymatlarini tapin.
Halli:
a) 1. flix+ Ax) = (x + Ax)* = X + 3x°Dx 4 3x(AX)? + (Ax)?

2. fix + Ax)—f(x) = (X3 + 3x2Ax + 3x(Ax)2 + (Ax)? ) — x3= 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?

S+ —fl) - 3x%Ax + 3x(Ax)2 + (AX)?

3 - _ 22 2
Ax = Ax = 3x% + 3xAx + (Ax) y
AfX)=x
- fix+ Ax)=fix)
’ = I — .
4. f'(x) im I , (1.5:3,375)
2
= lim (3x2 + 3xAx + (Ax)?) = 3x2 ) k=6,75
Ax—>0

/ -
Demali, f(x) = x* funksiyasinin téramasi kvadrat 20 ° b2 %
funksiyadir: (x3)' =.3x2 . k=3

f '(x0)-A x ifadasina funksiyanin diferensiali y* )
deyilir va dy ila.isara olunur. Gorlindulyl kimi,
diferensial Ax-dan asil funksiyadir.

y = x funksiyast Ug¢lin x'= 1 oldugundan wi (5
dx = Axalarig. Ona gora f(x) funksiyasinin dife- U x
rensialint df = f '(x) dx kimi isara edilir. Difer- E 5
ensial  funksiyanin artiminin bas (asas) —_— ; *»
I
Xo X

hissasidirva Af=f'(x) - A x. O/
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Funksiyanin téromasi

Funksiyanin téramasinin olmadigi noqtalar.

Funksiya xo ndgtasinda diferensiallanandirsa, Ax = 0 olduqgda Af = 0 oldugun-
dan funksiya bu néqtada kasilmazdir. Lakin bu h6kmin tarsi, imumiyyatls, dogru
deyil. Funksiyanin kasilmaz oldugu miiayyan noqtalarda téramasi olmaya bilar.
Torama qgrafike ¢akilmis toxunanin bucag amsali ils miayyan edilir. Bitlin
noqtalarinda toxunani olan ayriya hamar ayri deyilir. Funksiya grafiki tizarinda
ela noqtalar ola bilar ki, ya bu néqtada toxunan ¢akmak mumkin deyil, ya da
toxunan saqulidir. Bela néqtalarda funksiyanin téramasi yoxdur.

Asagida téramanin olmadigi négtalara aid niimunalar gostarilmisdir.

Y y

1) Qrafiki “V” sakilli olan funksiyalarin
(v =|x funksiyasi, bazi hissa-hissa funksi- \/
yalar va.s) “sinma” noqtasinda toxunani,

arqumentin uygun giymatinda isa tore- l |
i Ol a X Ol a X
masi yoxdur.

2) Qrafika saquli toxunan olduqgda (y oxu ile Ust-lista diisdiikda va ya ona paralel
olduqda), toxunanin absis oxu il kasisma nogtasinds funksiyanin téramasi yox-
dur.

~

Masalan, f(x) = funksiyasinin grafikina absisi xo = 0
noqtasinda ¢akilmis toxunan saquli diiz xatdir va bu
noéqtada funksiyanin téramasi yoxdur. .

quli toxunan

¥
=Y

3) Kasilma noqtalarinda funksiyanin téramasi yoxdur.

Niimuna 4. S$akilda y = f(x) funksiyasinin grafiki verilmisdir. Arqumentin absis oxu
Uzarinda geyd edilmis hansi.giymatlarinda funksiyanin tdramasi yoxdur?

y

Halli: y = f(x) funksiyasinin téremasi ¥ =1

yoxdur:
*b, c, f nogtalarinds - bu nogtalards
funksiya kasilan oldugu lciin;

:

S ee---

Y

[ ST

af==——-—-
e —————

~fe-a-
wf----

[ SEeep——
Qfmmm——————

=

|O b
* d va i négtalarinda - “sinma” nogtalari oldugu tgin;
* j nogtasinda ~toxunan saquli diiz xatt oldugu Ggln.

Oyranma tapsiriglari =~
|L Har.bir yazilisla hansi funksiyanin tdramasinin tapilmasi gostarilmisdir?
Limiti hesablamagla tamamlayin.
2_ 2 3(x +h)®-3x°
a) f (x) = lim X+ =x" b) f '(x) = lim ———————
h=>0 h h=>0 h
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Funksiyanin téramasi

2.

3.

a) y = x? funksiyasinin téramasini tapin. Funksiyanin va térama funksiyanin
tayin oblastini va giymatlar ¢coxlugunu yazin.
b) y = 2x2, y = =3x? funksiyalarinin téramalarini tapin.

1) fix) = 3x2 2) flx) =—2x? 3) flx) =—2x+5 4) flx) =x3
funksiyalari verilmisdir. Asagidakilari yerina yetirin:

a) funksiyalarin grafiklarini sxematik ¢akin.

b) absislari—2; 0; 1 olan noqtalarda grafiklara toxunanlar ¢akin va toxunanin
bucaq amsalini taxmin edin.

c) f'(x) téoramasini, tarifa gors, limitin kdmayils tapin.

d) b bandinda verilmis néqtalarda téramanin giymatini tapin va toxunanin

bucag amsal ti¢lin etdiyiniz taxminla miigayiss edin.
Arqumentin absis oxu Uzarinds geyd YA Jx)

edilmis hansi giymatlarinda:

1) funksiyanin grafikina toxunanin bucag
amsali:

a) sifira barabardir;
b) sifirdan boyukdr;
c) sifirdan kigikdir;

2) toxunan yoxdur?

2

x
5 -
u>)< e
o
X

<Y

a
5 .

Py P~

a) Els grafik ¢akin ki, absisi.x = 5 olan négtada toxunani olmasin.

b) Els grafik ¢akin ki, absisi x = 2 olan nogtada (fligi toxunani olsun.

c) Els grafik-¢akin ki, absisi x = 0, x =3, x = 6 olan noqgtalarda ifligi toxunanlari
olsun, absisi x =2 olan n6qtada isa toxunani olmasin.

Sakilda y = f(x) funksiyasinin grafikina absisi x = 1 olan P noqtasinda ¢akilmis
toxunan gostarilmisdir. A nogtasi iss toxunan Gzarindadir. Toxunanin bucaq
amsalina gora f'(1)-i tapin.

Funksiyanin tdéramasini tapin. Qeyd edilan nogtalardaki toxunanlarin
tanliklarini yazin.

1) flx)=x a) (2;4) b) (0;0) c) (10;100)
2) flx)=x a) (-1;-1) b) (2;8) c) (=2;-8)
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Funksiyanin téramasi

I& Nimuns Nimunada f(x) funksiyasinin grafikina ¢akilmis toxu-
’ nanlarin bucag amsallarinin giymatina gora f '(x) to-
rama funksiyasinin grafikinin qurulmasi gostarilmisdir.
Nimunani arasdirin, g(x) funksiyasinin grafikine gora
torama funksiyasinin grafikini sxematik ¢akin.

YA
g(x)

o T T a1

|& A, B, C funksiyalarin grafiklarini;'a, b, c isa onlarin térama funksiyalarinin
grafiklarini gostarir. Uygunlugu miiayyan edin.

A y / B J C y
2 2 o
N AY
2 [o B —4 10 P |X B X
5 yANR I\
Z
a y b v c v
\‘ A N ol
N v
210 2 | X 2 |0 1 |x - X
2 2 1 -

m. Bir daniz canlisi Gzarinda aparilan
miisahida ila” onlarin artimi sakilda
verilan grafikda oldugu kimi miayyan
edilmisdir. Bu daniz canlisinin artim
suratini gostaran. grafiki sxematik
¢okin.

] 1 ] I e
T T T T T

L L 1 L L
T T T T T
2 4 6 8 1012 14 1618 20 ©

o]

|£. Yeni heyvan yemini sinagdan kegiran zootexniklar 6 hafta
arzinda' musahids apararaq bu yemls buzovlarin kitlasinin
haftalik olaraq m(t) = \t + 40 funksiyasi ila dayisdiyini askar

. t +At) —m(t
etdilor. lim m( )= m(t) limtini hesablamagla haftalik
A0 At

dayisma sliratini miayyan edin.
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Diferensiallama qaydalari

Biz toramanin tarifindan istifads edarak bazi funksiyalarin, masalan, y=x%, y = x*
kimi glivvat funksiyalarinin téramalarini miayyan etdik.
Téramani tapmagq Uc¢lin asagidaki qaydalardan istifads edilir.

Sabitin toreamasi Cc'=0

Quvvat funksiyasinin

n\! — n-1
téramasi ey =nx"~t, ne N

Sabitls funksiya hasilinin
toramasi

(cf(x))" = c-f'(x)

Camin (farqgin) téramasi

(flx) £glx))’ = f{x) £ g'(x)

Toramanin tarifindan istifada edarak, bu qaydalari isbat edak.
1. f(x) = colarsa, f’'(x) =0, yani sabitin téramasi sifira barabardir.

ISbat}:,( - flx +Ax) — f(x) c—c¢ 0 i
X = Im = i - i _: i =
81050 Ax Jm s =im e = im

YA
Sabit funksiyanin grafikinden da goriindiiyu kimi, fiy=c| fixrAx)=c
grafikin butin nogtalarinds. bucag amsalinin
giymati sifirdir.

X O X+AX ?
2.nc Nva f(x) =x"olarsa, f'(x)=nxn-1
flx) =x" funksiyasinin f(x+Ax) = (x +Ax)" qiymatina uygun binomial acilislari
yazad. (x +Ax)* = x +Ax
(x +Ax)2 = x> +2xAx + Ax?
(x +Ax)? = X3+ 3x2Ax + 3x0x7 + Ao
(X +AX)4 = X4+ DAAX+ 4217 +AxNE + A
Gorundiyu kimi, har bir acilisda birinci hadd x”, ikinci hadd isa n-x™*Ax kimidir,
Ucbucagsakilli rangli hissadaki hadlarin har birinda (A x)? vurugu vardir.
(x + Ax)" binomunun agilisini sadalik Gglin asagidaki kimi yazagq.

(x +Ax)"=x"+ nx™Ax + (A x)?-A,

Funksiyanin ani dayisma siratini gdstaran nisbati yazaq ve sadalasdirak:
flx +Ax) — f(x) (x +Ax)" — x" X"+ nx"Ax + (A x)2 AL — X"

Ax - Ax Ax
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Diferensiallama qaydalari

Ax (nx"1 + A x-An)

Ax
Bu ifadanin Ax=>0 sartila limiti f(x) funksiyasinin tdramasidir:

= nx"1+ A x-A,

! —5I; n-1 An) = n- n-1
f(x)-AIJ(r%n0 (nx™ + A x-An) = n-x

Demali, istanilan natural n adadi ticlin

(x")' = n-x"!
XUsusi halda, n=1,2,3 oldugda  x'=1, (x?)'=2x, (x3)'=3x2.
Umumiyyatla, istanilan haqiqi tistli qlivvat funksiyasi Giciin (x?)’ = p-xP2
dusturu sag tarafin manal oldugu x-lar Gglin dogrudur.

Xisusi halda: (%)’ = —%, (x#0); (\/)_()’ =2—ff;, (x> 0).
Niimuna 1. Funksiyalarin tdramasini tapin.
1 4
a)y=x* b)y=; c)y=\/x
Halli: a)y "= (x*%)'=4x3
1 _ _1!_ —5\I— _ _5___1___3
b) y —(X5 =(x)'=-5x %= 5X6— v

1 3 1

] 1y,
C) y :(x4) :IX—4 = 4\4/;

3. f(x) diferensiallanan funksiya olduqgda, istanilan ¢ sabiti iiglin
(c-f(x))'= c-f '(x),
yani sabit vurugu téramsa isarasi xaricina ¢ixarmaq olar. Dogrudan da

of b0y =i cf(x+A)2X—CJ‘(x) - cim W Cef

£

4. f(x) va g(x) funksiyalari diferensiallanandirsa, onlarin cami (farqi) da
diferensiallanandir va

(fix) T glx))" = f'(x)Eg'(x).

isbati. Duisturun dogrulugunu h(x) = f (x) + g (x) funksiyasi {iclin gdstarak:

) . hxsd)=h(x)  [fix+0x) + g(x+0x)] = [ fix) + g(x)]
M= lim ———=5=— =lm Ax
_ [flx+0x) = f(x)] + [g(x+Ax) — g(x)]
- A!(%O Ax
=lim | fix+x) = fix) glx+Ax) — g(x)
Ax=>0 Ax + Ax

“lim S ) g(x+Ax) - g(x)

om A am A =f'(x)+g'(x)
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Niimuna 2. f(x) = x3— 2x + 3 funksiyasinin téramasini tapin.
Halli: f '(x) = (x®*=2x+3)"= (x®)'— (2x)' + (3)'=3x* -2

Niimuna 3. i(3\/;+ —2) téramasini tapin.
dx X
od a2y dadg 92y 39y 9y -
Halli: WB\/X-I-;) = dX(3\/X)+ dX(X) 3 dx (X )+2 dX(X ) =

3 2

1
:3._.X—1/2_2X—2= _—
2 2Vx X2

Oyranmea tapsiriglan
|£ 9vvalca tdramasi sifira barabar olan funksiyalari segin. Sonra isa digar
funksiyalarin téramasini tapin.

f=NI1  fN=2x7 fN=ASE O fin= e fes

& Funksiyanin téramasini tapin.

1
a)y=x b)y=Zx2 cy=x° d) y =-3x*
y=15¢ £ y=he By=5 Ny
x W

|i Funksiyanin téramasini tapin.
a) flx) = 2x %+ x3 b)y:ix5—3x c) h(t) ==1,1t*+ 78

5
d)p(X)=Z—2—2\/X_ e)V(r) = %TEF’ f) g(s)=—%+ 75>
|4.  Toramani tapin.
1) ise-gxwa) 2 L= L) 4 2 (b= 7)

Funksiyanin verildiyi ifadani sadalasdirin va toramasini tapin.

a) f(¥) = (x=3)x+2)  b)F(x)=x>(3-x) | €)f(x)=x(1-2\k)

[0

X+ x+2 X=2x+1 3x*—6x°
dy="—7—+ e)y-xz— y="23
|i Verilmis nogtalarda funksiyanin téramasinin giymatini hesablayin.
a)f(x)=x3+4x, x=0,x=2 b)f(x):\/x—%,le,x=4

B

x-in hansi giymatlarinds funksiyanin téramasi sifira barabardir?
a) f(x) = x4 Laxe + 1 b) F (%) =%x3—3x2

f'(x) >0 barabarsizliyini hall edin:

a)f (0= x + 2 b) £ (x) = 3x2— x*

E

f(x) = (x + 1)(x =1)? funksiyasinin ifadasini avvalca sadalasdirin, sonra
toéramasini tapin.

=
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Diferensiallama qaydalari

@. f(x) =ax®+ bx?* + 3x — 2 funksiyasi verilmisdir. f(2)=10vaf’'(-1)=14
olarsa, a va b-ni tapin.

|2. Toramasi: a) 2; b) 2x + 3; c) 3x-|L_ olan an azi bir
funksiyani dusturla verin. X
Tatbiq masalalari. Toxunanin tanliyi, bucaq amsali.

Niimuna. a) f(x) = —x3 + 6x? funksiyasinin grafikina hansi noqtalarda‘¢akilmis
toxunanlar absis oxuna paraleldir?

b) Funksiyanin grafiki (zarinda toxunanin bucaq amsalinin 9-a barabar
oldugu néqtanin koordinatlarini miayyan edin.

Halli: a) Toxunan absis oxuna paraleldirss, bucaq amsali 0-a barabardir.

Toxunanin bucaq amsalinin sifira_barabar oldugu néqtalards f'(x) = 0 olur.
Funksiyanin téramasini tapaq:
f'(x) = (=3 +6x2)" =-3x*+ 12x

Toramanin 0-a barabar oldugu noqtalari tapaq:
-3x2+12x=0; -3x(x—4)=0

x1=0 xX2=4
Bu noqgtalarda funksiyanin uygun
giymatlarini hesablayaq:

fl0) =—-03+6-0=0; (0;0) fld)==4%+6-42=32; (4;32)
Qrafkalkulyatorla qurulmus grafikdan'da gorindiyd kimi, (0;0) va (4;32)
noqtalarinda grafiks toxunan absis oxuna paraleldir.

b) Toxunanin bucag.amsali 9-a barabar olan néqgtalari tapaq:

—3x2+12x=9
x*—4x+3=0 So) = + 622
x-1)(x-3)=0
x1=1, y1=5; (1;5)
X2=3; ya=27 (3; 27) 35710712 34 56 7 %

Qrafik tGzarindaki (1; 5) va (3; 27) néqgtalarinda toxunanin bucaq amsal
9-a barabardir.

|1_2. GoOstarin ki, f(x) = 6x° + 2x*> funksiyasinin grafikina bucaq amsal k = -5 olan
toxunan ¢akmak mimkiin deyil.

|1_3. Verilan funksiyalarin ifiigi toxunanlari varmi?

1l)y=x>-3 2)y=-x*+4 3)y=—x+1
4)y=x3+2x 5)y= 3x*-5x+4 6)y=5x>—3x+8

M. y=-3x*+ 2x3 + 5 funksiyasinin grafikina absisi xo = 1 olan nogtada ¢akilmis
toxunanin bucaq amsalini tapin va bu toxunanin tanliyini yazin.
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Diferensiallama qaydalari

|15.

|16.

7.

|18.
|19.
|20.

21.

22.

|23,

Verilan funksiyalarin grafiklsri tizarinda toxunanin bucaq smsalinin 1-a barabar
olan noéqgtalari miiayyan edin. 1
1) y= 20—x? 2)y=5x—-x? 3)y:?x3+3x2+10x

a) fix) =3x%va g(x) = x3 funksiyalari G¢lin x-in ela giymatlarini tapin ki, uygun
noqtalarda har iki grafika ¢akilmis toxunanlarin bucaq amsallari barabar
olsun.

b) a bandinda tapdiginiz négtalarda har iki funksiyanin grafikina ¢cakilmis
toxunanlarin tanliyini yazin.

y = x?>—x + 1 parabolasi tizarinda ela noqta tapin ki, hamin noqtada toxunan
y = 3x + 2 diiz xattina paralel olsun. Bu toxunanin tanliyini yazin.

y = 4x — x? parabolasinin absis oxu ila kasisma noqtalarinds toxunanlarin bucaq
amsallarini tapin.

(1;,-5) nogtasindan kegan va y = x? -2 funksiyasinin grafikina toxunan diiz
xattin tanliyini yazin.

a) g(x) = x3, p(x) = x3 =3, g(x) = x3 + 2 funksiyalarinin toramasini tapin.

b) f(x) = x3 + ¢ funksiyalarinin (burada c ixtiyari.sabitdir) tdramasi hagqginda
fikirlarinizi Gmumilasdirin.

c) Bu funksiyalar arasinda elasi varmi ki, f'(x) = 3x? olmagla f(0) = -2 sortini
o0dasin. Bu hansi funksiyadir?

fva g coxhadli funksiyalari Ggtin f'(x) = g’'(x) va f (0) = 1, g (0) = 2 sartlari
odanir. Bu funksiyalarin grafiklarinin kasisma noqtalarinin olub-olmadigi
haqqinda fikirlarinizi asaslandirin.

dlagalandirma. (x;y) ndqtasinda qrafika ¢akilmis normal
bu nédqgtada toxunana perpendikulyar diiz xatta deyilir.

a) fix) = —x® + 3x>= 2x+ 5 funksiyasinin grafikine absisi
Xo = 2 olan négtads ¢akilmis toxunanin bucag amsalini
muayyan edin.

b) fix) funksiyasinin grafikins absisi x, = 2 olan néqtads
normalin tanliyini yazin:

Parasltct 2500 m yiksaklikds ucan tayyaradan tullandi. [
Parasitcliniin 't saniyadan sonra yerdan hindirliyini
h(t) = 2500 — 5t disturu ila tapmaq olar.

a) 5-ci'saniyada hiindirliylin dayisma suratini tapin.
b)ddmancinin parasiitii 1000 m hiindiirliikda agilmisdir. Bu
hansi anda bas vermisdir?

c¢) b bandinda muayyan etdiyiniz anda hiindurliylin dayisma
surati na gadar olmusdur?
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Hasilin toramasi

fix) = (2x = 3)(x? + 4) saklinda verilmis funksiyalarin toramasini tapmaq Uglin
funksiyani ¢oxhadli saklinds yazib, diferensiallama gaydasini tatbig eda
bilarik. Lakin hasil saklinda ifads edilmis funksiyalari diferensiallamanin daha
effektiv gaydasi vardir. Bu qayda asagidaki kimidir.

f(x) va g(x) funksiyalari diferensiallanandirsa, onlarin hasili da
diferensiallanandir va (f(x)-g(x))’' = f'(x)-g (x) + f (x)-g"(x).
isbati: p(x) = f(x)-g(x) olsun.

) i plctdx) = p(x) iy FOEAX)g(x+AX) = fix) g(x)
p'(x) = A')HPJT— x50 Ax N

Kasrin suratina f(x+Ax):-g(x) haddini alava edib
¢ixmaqla kasri f(x) va glx) hadlarinin daxil oldugu
iki kasrinfcami.saklinda yazmag olar.

lim TXHAX) glx+Bx) = fix+Ax) glx) + flckAx) g(x) - fx)g(x)

Ax
— lim J0HAX) glxrAx) = flx+ 1) g 1) i JOCEA) 9(X) = fiX) (%)
x>0 + a0 =
Ax Ax
— lim fOctdx) [g(x+Bx) = g(x)] g [fix+Ax) — f(x)]
lim n lim =
Ax x>0 Ax

g GO —gW S S —f)
Ax>0 Ax->0 Ax Ax>0 Ax>0 Ax

=fx) g (x) + f 'Ax) glx) = f(x) g (x) + f (x) g'(x).

Niimuna. p(x) = (2x —1)(x> = 5) funksiyasinin téramasini tapin.
Halli:
fix)=2x-1, g(x)=x>2—5 har bir vurugq bir funksiya kimi yazilir
f'ix)=2, g'(x) =2x har bir funksiyanin téramasi tapilir
p'(x) =f'(x) g(x) + f (x) g'(x) hasili diferensallama gaydasi tatbiq edilir
p'(x) = 2(x*—5)4 2x (2x—1) = uydun ifadalar nazara alinir

= 2x*=1A0+4x?>—2x = sadalasdirilir

=6x2—-2x-10
Hallin diizglin oldugunu funksiyanin ifadasini sadalasdirib toramasini almagla
yoxlayaq:
p(x)=(2x —1)(x*—5) = 2x* —-10x — x>+ 5= 2x* — x> —10x + 5
p’(x) =(2x*—x>-10x + 5)" = 6x>—2x—10
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1.

[~ [=

[& [=

0.

Oyranma tapsiriglari.

Funksiyalarin téramasini tapin.
a)fix) = (x—4)(2x + 1) c) p(x) = (x> -1)(3x> + 8)
b) h(x) = (5x2 + 3)(1 — 2x) d) g(x) = (2x*+ 1)(4 + 3x3)

Funksiyalarin téramasini iki Gsulla, hasili diferensiallama gaydasindan istifads
etmakla va hasili sadalagdirib diferensiallamagla tapin. Naticalari migayisa
edin.

m(x) =x3 - x y =5x% (3x - 2) h(x) = (3x + 2)(5x% — 2x'+ 3)
Verilan noqtalarda funksiyanin grafikina toxunanin tanliyini yazin.

a) flx) = (2x - 1)(x + 4), (1,5) b) g(x) = (x=1)(x=2),  (-1;6)

f (x) = kg(x) funksiyasinin toramasini tapmagq tgctlin hasili diferensiallama
gaydasindan istifada edin. Alinan natica sabitla funksiyanin hasilini
diferensallama qgaydasinin tatbigi ils alinan natica ila eynidirmi?
h(x)=f(x)-gx)vaf(3)=7,f'(3) =12, 9(3) =8, g'(3) =5 oldugunu bilarak
h’(3) giymatini tapin.

p(x) = f(x)g(x) funksiyasinin téramsasi p'(x) = f(x)g(x) + f (x)g’'(x) saklinda
verilmisdir. Har bir hal Ggtin p(x) funksiyasint miayyan edin.

a) p'(x) = (6x% + 8)(3x*> — 4x) + (2x3 + 8x)(6x — 4)

b) p’(x) = (6x2 = 1)(0,5x% + x) + (2= x)(x + 1)

Har bir funksiyanin grafikina absisi verilan négtada ¢akilan toxunanin tanliyini
yazin.

a)f(x)=(x*—3)(x*—1), xo=—2 b).g (x) = (2x*—1)(-x*+3), X0 =2

c)h(x) = (x*+4)(2=6), xo=—1 d)p(x)=(—>x+2)(4x*-3),x0=1
Funksiyanin grafikina hansi négtada ¢akilmis toxunanin bucag amsalinin
verilan giymata barabar oldugunu miayyan edin.

a)y=(-4x+3)(x+3), k=0 b)y=(5x+7)(2x-9), k=9
y=2x-1)(-4+x%),k=-4 dy=(x*-2)(2x+1), k=4
9lagalandirma tapsiriglan

Hasili diferensiallama-gaydasindan istifade etmakla funksiyalarin téramasini
tapin. Naticanin sadslasdirilmamis vaziyyatina uygun har hansi gaydani
soylomak mimkindirma?

a) y = (x* + 2x)? b)y =(2x*-x)? c)y=(x*—3x?)?

Dayanacagdaki masinin yanacaq ¢anindan itkinin basladigi andan t saat
sonra‘¢anda galan yanacagin migdarini (litrla)

V (t) =90(1 ——t)2 funksiyasi ila modellasdirmak olar.

a) Itkinin bas verdiyi anda yanacaq ¢aninda neg¢a litr benzin var idi?

b) 12 saatdan sonra ¢andan yanacaq itkisi hansi stiratls bas verir?

c) Conda 40 / yanacaq oldugu anda itki hansi stiratla bas verir?
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Nisbatin toramasi

f(x) va g(x) funksiyalari diferensiallanandirsa va g(x) # 0 olarsa, onda

nisbati da diferensiallanandir va fx)
g(x)
[ﬂﬂ]l.fmmﬂ-ﬂﬂﬂﬂ
glx) |~ [g(x)]?

flx+dx) — fix)
[f(X) } im 90 gl im L SOerBx) g(x) =f(x)g(x+Ax)

g(x) 2x>0 Ax AerE N g(x+Ax)g(x) B
—lim L fix+Bx) glx) — fx)g(x) + f(x)g(x) = fix) g(x+Ax) _
B0 Ax g(x+0x)g(x)
~lim 1_[f(x+Ax)g(x)—f(x)g(x) 4 £(x) g(x+Ax) = f(x)g(x)
520 Ax L g(x+Ax)g(x) g(x+Ax)g(x)
i [ fxAx = fX) flx) . glxakAx) —g(x)
m[g(xmx) ]L‘Jl‘[ Ax ] i e ang A n -
I S X ) = f'(x)g(x) = f(x)g'(x)
R QW
N 17 [
Xisusi halda, Lﬁ ] =— g’ (x)

(g(x))*

Niimuna: h(x)=f"x;2 funksiyasinin téramasini tapin.

Halli: f(x) =3x—-2, g(x) =4x+3  sirat va maxrac ayri-ayri funksiya kimi yazilir

f'ix)=3,/g'(x)=4 har bir funksiyanin téramasi tapilir.
h(x) = 3-(4x+3)—(3x—2)-4 nisbati diferensallama gaydasi tatbiq edilir
(4x + 3)?
12 x+9—12x+8 17 uygun ifadalar nazara alinir
= (ax+.3)? = (4x + 3)° sadalasdirilir

Oyranma tapsiriglari.
IL Funksiyanin téramasini tapin.

6x+1 8x—11 5-3t
1 - 2x7 L 2 =S4 == 3)y=
}fx) 3x+ 10 )fx) 7x+3 )y 4+t
2 _ 2 2
x+3 x—-1 t?+3
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2.

3. f=—"—vegly=

Funksiyalarin téramasini avvalca nisbati diferensiallama qgaydasiils, sonra isa
sadalasdirarak coxhadlini diferensallama qaydasindan istifada etmakla tapin.

Naticalarin eyni olduguna diggat edin.
6

x! X 2-16
a) y="s b) y="3a v ="
5 2 3x7 — x3 3
A =20 o) g =T ) b= X2

funksiyalari verilmisdir.
x+1 x+1

a) f'(x)-i tapin b) g '(x)-i tapmn.

c) Naticalara gora funksiyalarin oxsar va fargli.cahatlarini yazin.

1) flx)= . funksiyasinin grafikina: a) (0;2); b) (-2;1) nogtasinda
¢akilmis toxunanin tanliyini yazin.
Vx . . N . 1
2) glx)= funksiyasinin grafikina absisi: a) xo =1; b) xo = 4 olan

noqgtada ¢akilmis toxunanin tanliyini yazin.

xX*—4 . .. -
e funksiyasinin téramasinin tapilmasinda sahva yol

verilmisdir. Bu sahvi tapin va.dlzgiin halli yazin.

Asagida f(x) =

Filx) = ("2)(;34)' = X3(2X) — (= B)(3X) = 26 = 3x* + 122 = —x* + 122

Xastanin temperaturunun zamandan asili olarag
dayismasini asagidaki funksiya ilo modellasdirmak
olar.

8t
T(t) = +3
(t) oy 366
t = 2 saat aninda temperaturun dayisma siratini
tapin. O] 5 1015 20 25 ¢

Sirkatdaki arasdirmalar gostarir ki, yeni is¢inin y1gdig1 detallarin sayi is
yerinda kecdiyi talim ginlarinin sayindan asili olaraq asagidaki funksiya ila
dayisir:

100¢?

N(t) = ———
3t2+ 10

a) Istanilan giinda is¢inin detal yigma siiratini milayyan etmaya imkan veran
funksiyani miayyan edin.
b) N“(2) va N’(10) giymatlarini tapin va situasiyaya uygun izah edin.
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Miirakkab funksiyanin toramasi

Bir cox hallarda funksiya verildikds onun arqumentinin 6zU da basqa bir
dayisandan asili olur

B @t N
) u
h=f-g

Arasdirma
1) u=g (x) =3x+1, flu) = u>olmagqla y = f (g(x)) murakkab funksiyasini
qgurun va ¢coxhadli saklinda gbstarin.
y=f(g(x))=(3x+1)>=9%*+6x+ 1
2) bu funksiyanin téramasini tapin va onu asagidaki sakilda yazin.
y'=18x+6=2:(3x+1)-3
3) f'(u) = 2u va g'(x) = 3 olduguna asasan
y'=f"(u)-g'(x)

barabarliyinin dogrulugunu yoxlayin.

Miirakkab funksiyanin téramasinin tapilmasinin zancirvari qaydasi:

Tutaq ki, miayyan intervalda y = h(x) = f (g (x)) murakkab funksiyasi verilmis-
dir va g funksiyasi x noéqtasinds, f funksiyasi isea u = g (x) noqgtasinda
diferensiallanandir. .Onda h mirakkeb funksiyasi da x noqtasinds
diferensiallanandir«va onun-tdramasi Uglin

h'x)=f'(g(x)-g'x)
disturu dogrudur.
Dogrudan'da, g funksiyasi verilmis x nogtasinda diferensiallanandirsa,
Ax—>0/ldugda Au=0 olur.

ho =l hixt Ax)=hlx). . flgx+Ax)-flg(x) _

(X) _A!rl—m Ax AxI—>I0 Ax -
i St Bu) -flu) Au _ P
_Al)!—r;g Ax Ax—)O_A% Ax Au%I(IJm _Lllm S W) g'x)

Au'# 0 oldugu nazarda tutulur.

Belalikla aliriq ki, h'(x) = f '( g (x))-g'(x) .
u =g (x), y =f(u) oldugunu nazara almagla sonuncu barabarliyin Leybnis

yazilisi
—ZZ = —ZZ % saklinda olar.
X u

Xususi halda, g(f(x)) = (f(x))"olarsa,
((FO))")' = n-( f(x))"*f "(x)
f(x) = kx + b olduqda, alariq: ((kx + b)")' = n-(kx + b)"*-k
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Niimuna 1. h (x) = (5x% + 3)* funksiyasinin téramasini tapin.
Halli: u =5x% + 3 va f (u) = u*isara etsak, verilmis funksiya bu funksiyalarin
kompozisiyasi ila qurulmus mirakkab funksiya olur va

h' (x) =f' (u)-u' (x)= 4u*-10x = 40x -(5x>+3)3

Niimuna 2. h (x) = V3x? + 2 funksiyasinin toremasini tapin.
Halli: u=3x2+2, f(u)=Vu isara edak.

f'(u)= 1_, u'(x) = 6x oldugundan h'(x) = L W= 3X aliriqg.
2\u 2Vu \3x2 +2
Niimuna 3. f(x) = 3x(2x— 1)? funksiyasinin téramasini tapin.
Halli: Goriindiyl kimi, burada ham hasilin, ham da murakkab funksiyanin
diferensiallama qgaydasi tatbig edilmalidir.
F'(x) = (3x(2x—1)3)" = (3x)"(2x— 1) +3x-((2x— 1)?3)’
=3(2x—1)2 + 3x-2:(2x—1)-2 = 3:(2x= 1)? + 12x:(2x-1)=
=12x*—12x + 3 + 24x?> —42x = 36x%> —24x + 3
Oyranma tapsiriqlari

IL Cadvali daftarinizds tamamlayin:

h(x)=fg(x))  |u=g)| flu) | ullr) | f'(w) h' (x)
a)(6x—1)* |ex—1 u* |6 2u  12:(6x~=1)

b) (x2+ 3)3
c) (2-x°)*

| d) (-3x+4)*

& Funksiyanin téramasini tapin.
a) fix) =3-(4x+ 1p° b) fix) = (3x* - 1)* ¢) fix) = (x* —x)>

|i Musbat Ustll quvvatls ifads edarak funksiyanin téramasini tapin.

a)y=\5x—1 b)y=2x+1 c)y=\x*+3
|i Manfi Gstli qlvvatle ifads edarak funksiyanin téramasini tapin.
5 1 1
a = — b = C =————
yy (3—2x)? )y \V2x + 3 )y (3x2—2)?

|i f(x) va g(x) funksiyalarina gora h(x) = f (g(x)) va z(x) = g( f(x))
murakkab funksiyalarini yazin va téramasini tapin.

a) flx) =x3; g(x) =6x -1 b) f(x) =x*%; g(x) =2x+1
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|i Tapin:
a) f(x) = (2x—-1)* olduqda f'(2)-ni; b) f(x) = (4-3x)* olduqda f'(1)-i;

c) f(x) = Vx?=3 oldugda f'(-2)-ni.

|l f(x) = x*- (5—4x)? funksiyasinin x = 1 négtasinda téramasinin giymatini
hesablayin.

& f(x) = x- (2x— 1)* funksiyasi verilmisdir. Hall edin:
a) f'(x) = 0 tanliyini; b) f'(x) < 0 barabarsizliyini.

|& 1) Funksiyalarin téramasini avvalca nisbati diferensallama. gaydasindan
istifade etmakls, sonra ise maxraci manfi Gstli qivvat saklinds yazmagla
mirakkab funksiyani diferensiallama gaydasindan istifada etmakls tapin.

1
a) gl =5+ b) ql=725 . elgin=

X 7x2+1

2) Nisbati diferensiallama qgaydasinindimumi saklini miirakkab funksiyadan
istifads etmakla yazin.

ml. Absisi verilmis noqgtada funksiyanin grafikina ¢akilan toxunanin tanliyini yazin.

a) fix) = Vx2+ 16; x0 = 3 b) flx) = (x+7)%x0=1

m. Funksiyanin grafikina toxunanin absis oxuna paralel oldugu nogtalarin
absislarini tapin.

a) flx) = x>+ 6x+ 10 b) f(x)= X

(x*+7)*

Tatbiq tapsiriqlar

Niimuna 1. Banka illik r faizls 10.illik goyulmus 500 manat pul amanatinin galiri
ayliq olarag murakkab faiz artimi ils hesablanir./10 ilin sonunda pul mablagini
asagidaki kimi hesablamagq olar.

S(r)=500 (1 +-—L—)10
(r) ( 1200)

a) Bankda pul mablaginin (S-in) galir faizina gdra artimini miisyyan etmaya
imkan veran S'(r) funksiyasini yazin.
b) r =5 va ya r.=7 olduqda pul mablaginin artimini hesablayin.

Halli: a)<" §(r) = (500 (1 +—— )220y’

1200
=500-120 (1 + r )19 1 = miirakkab funksiyani diferensialla-
1200 1200 ma qaydasi tatbiq edilir
=50 (1 +——)19  sadalasdirilir

1200
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b)

r=

|12,

|13.

|14,

115

r =5 oldugda 10 ildan sonra pul artimi (ayliq)

S'(5)=50 (1 + )** ~82,01 manat,

1200
7 oldugda 10 ilden sonra pul artimi (ayliq)

S'(7)=50 (1 +

1200 )**® ~ 99,90 manat olar.

Cismin harakat stratinin (m/san) zamandan asililigi v(t) = 2t + 1 kimidir.

2
MV~ Giisturuile hesablanir.

Kitlasi m olan cismin kinetik enerijisi E =

d—Eni tapin
dt '

Biznes. Magazada elektron asyalarin zamandan asili
olaraq satis sayini asagidaki disturla hesablamagq olar.

250 000£2
MO =01 o

>0

a) Bu funksiyanin téramasini tapin va térama funksiyanin manasini situasiyaya
uygun izah edin.

b) Torama funksiyanin.N‘(100) va N'(500) giymatlarini tapin va situasiyaya
uygun izah edin.

Maliyya. Bankailllik r faizla 5illik goyulmus 1000 manat amanatin galiri kvar-
talda bir.dafs olmagla miirakkab faiz artimi.ils hesablanir. 5 ilin sonunda
hesabdaki pul mablaginifaiz artimindan asili olaraq asagidaki kimi hesablamaq

lar.
ofar S(r) = 1000 (1 +—
400

)20

a) Z—S téramasini tapin va situasiyaya uygun izah edin.
r
b) r=4%; r=7%; r = 12% oldugda 5-ildan sonraki kvartalda pul mablaginin

dayismasini muayyan edin.

Neft sizmasinin yayllmasi. Daniz sahilinin yaxinliginda yerlasan neft quyusun-
dan baglayan neft sizmasi atrafa zamandan asili olarag radiusu
r(t) =t?>ganunu ila dayismakla dairasakilli yayilir. S(r) = mr? radiusu r olan
dairanin sahasini ifada edir. Burada t saniya ils, r desimetrla olgilir.

a) S[r(t)] funksiyasini yazin va situasiyaya uygun izah edin.

b) S'(t) funksiyasini tapin va situasiyaya uygun izah edin.

c) $'(100) giymatini tapin va izah edin.
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Toramanin tatbiqi ila masala halli

|H

igtisadi masalalarin hallinds bir sira gdstaricilarin dayisma siiratini “marjina
terminindan istifada etmakls tagdim edirlar.
igtisadi masalalarin hallinda asagidaki isaralomalar gabul edilmisdir.
x - istehsal olunmus mahsulun (va ya xidmatin) sayi, C(x) - istehsal olunmus
x sayda malin (va ya xidmatin) maya dayari funksiyasi, R(x) - x sayda malin
satisindan daxil olan Gmumi galiri gostaran funksiya, P(x) - x sayda‘malin
satisindan alda olunan manfaati ifads edan funksiya: P(x) = R(x) — C(x).
Marjinal maya dayari istehsal edilon mala géra maya dayarinin verilan andaki
dayismasidir. Basqa sOzls, marjinal maya dayari har alava istehsal edilon malin
(va ya xidmatin) maya dayarini gostarir.
x sayda malin maya dayarini C(x) ils isars etsak,
x +1 sayda malin maya dayari C(x + 1) olar.
C(x+1) — C(x) farqi (x + 1) -ci malin maya dayarini

toxunanin bucaq amsali=marjinal

maya dayari
C'(x) = Clx+1) = C(x)

ifads edir. Bu farqg maya dayarindaki artimi gos- (61,C(x1)
C'(x) _}C(X+1) - Clx)

tarir va marjinal maya dayari adlanir. Marjinal
maya dayarini hamginin (x;C(x)) nogtasinda

ol X x+l
grafike ¢akilmis toxunanin bucag amsalinin

giymati ils, basqa sozls, funksiyanin x nogtasindaki toramasini tapmagla da
miayyan etmak olar. Yani C(x) funksiyasinin C '(x) toramasinin giymati (x + 1)-ci
malin maya dayarindaki dayismani, marjinal maya dayarini taxmin etmak ligln
istifada edilir.

Marjinal galir. R’(x) satilan malin (va ya xidmatin) sayindan asili olaraq galirin
verilan andaki dayismasidir, basqa sozls, marjinal galir har alava istehsal edilan
maldan (ve yaxidmatdan) alda edilon galirdir.

Marjinal manfaat. P'(x) satilan mahsuldan (va ya xidmatdan) alda olunan
manfaatin satilan malin (va ya xidmatin) sayina gora dayismasidir (stratidir).
Basqga sozls, har alave istehsal edilanimaldan (va ya xidmatdan) galan manfaati
gostarir.

Niimuna. Quzdirici cihaz istehsal edan sirkat istehsal olunan x sayda malin maya
dayarini C(x) ='x® —6x% + 15x funksiyasi ila, x sayda malin satisindan alda edilan
galiri isa R(x) = x3 — 3x2 + 12x funksiyasi ile modellasdirmisdir.

a) 10 cihaz istehsalindan sonra bir cihazin maya dayari sirkata ne¢a manata basa
goalar?

b) 10 cihaz satildigdan sonra satilan bir cihazdan alda edilan galiri tapin.

Halli: Maya dayarini modellasdiran funksiya C(x) = x* — 6x% + 15x kimidir.

C(x) funksiyasinin C'(x) torama funksiyasi istanilan anda (istehsal sayindan asih
olaraq) istehsal olunan mahsulun maya dayarini (tagribi olaraq) misyyan etmaya
imkan verir.

159



Toramanin tatbiqi ila masala halli

a) C’'(x) = (x*—6x2+ 15x)' = 3x>-12x + 15; C'(10) = 3-102—12-10 + 15 = 195"
Yani, 10-cu cihaz istehsal edildikdan sonra névbati cihazin maya dayari texminan
195 manat olar.

b) R(x) funksiyasinin R’(x) térama funksiyasi istanilan anda (istehsal sayindan asili
olaraq) mahsulun satisindan alda edilan galiri miiayyan etmayas imkan verir:
R'(x)=(x®*—3x>+12x)"' = 3x*—6x+ 12

|16.

|17.

|19.

R'(10)=3-102-6-10+12 = 252"
C(x) = 4x+ 10, R(x)=50x—0,5x2 olarsa:
a) P(x) manfaat funksiyasini yazin;
b) C(40), R(40), P(40) giymatlarini tapin;
c) C'(x), R'(x), P'(x) torama funksiyalarini yazin;
d) C'(40), R'(40), P'(40) giymatlarini hesablayin.

Marjinal maya dayari. Tutaq ki, sirkat x sayda paltaryuyan masin istehsal
etdikds maya dayari C(x) = 2000 + 100x — 0,1x? funksiyasi il hesablanir.

a) 100 masin istehsal edildikds bir paltaryuyan masinin orta giymati (C(x)/x)
neg¢a manat olacaqg?

b) 100 paltaryuyan masin istehsal edildikda bir paltaryuyan masinin marjinal
giymati (maya dayari) ne¢ca manat olacaq?

c) Gostarin ki, 100 paltaryuyan masin istehsal edildikds marjinal maya
dayari (istehsal giymati) 101-ci paltaryuyan masinin istehsal giymatina
taxminan barabardir,

* Marjinal galir. Sirkatin qatlanib yigila bilan x sayda masanin satisindan alda

etdiyi Umumi galirini
2
R(x) = 20x = ﬁ funksiyasl ile modellasdirmak olar.

a) 1000 masa satildigda marjinal galiri miiayyan edin.

b) 1001-ci masa Ug¢lin marjinal galiri R(1001) — R(1000) ifadasinin giymatina
gora miayyan edin.

c) ava b bandindaki cavablarinizi miigayisa edin.

Marjinal manfaat. Haftalik x sayda dazgah istehsal edib satdigda, sirkatin alda
etdiyi manfaati P(x) =— 0,004x® — 0,3x% + 600x — 800 kimi miayyan etmak olar.
Hal-hazirda sirkatin haftalik satisi 9 dezgahdir.

a) Sirkatin-haftalik manfastini hesablayin.

b) Sirkatin haftalik satisi 8 dazgaha enarss, haftalik manfaat na gadar
azalar?

€) 9 dazgah satisi halinda marjinal manfaati hesablayin.

d) a va c bandindaki naticalardan istifada edarak, 10 dazgah satildigi halda
manfaati taxmin edin.
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ikinci tartib torama. Gedilan yol, siirat, tacil

Tutaq ki,verilmis araligda y = f(x) funksiyasinin f '(x) téramasi var. 9gar f’(x)
funksiyasi diferensiallanandirsa, onun téramasina f(x) funksiyasinin ikinci
tortib toramasi deyilir va f "(x) kimi isara edilir.

Malumdur ki, térama ani dayismani gostarir. Gedilan yolun zamana goéra
ani dayismasi suratdir. Buradan téramanin fiziki manasi aydin olur.
s(t) ganunu ila duzxatli harakatds ani slirat s(t) funksiyasinin téramasina

barabardir:
s(t + At) —s(t)

v(t)—s(z‘)—llAEr;0 AF
Sirat 6z da zamandan asili dayisa bilar. Stiratin dayismasi isa tacil ad-
lanan yeni bir kamiyyatls ifads edilir. Umumiyyatls, gedilan yolun zamandan
asil funksiyasinin toramasini tapmagla siirat funksiyasi, yenidan siirat
funksiyasinin téramasini tapmagla tacil tapilir. Yani, gedilan yolu gostaran

funksiyanin ardicil olaraq iki dafa téramasini almagqla tacili tapmaq olar:
a(t) =v'(t) = (s'(t))'=s"(2)
ikinci tartib téremadan bir cox igtisadi masalalarin, hamcinnin real hayati si-

tuasiyalara aid masalalarin hallinda istifads edilir. Dayisma sliratinin misbat
va ya manfi oldugunun taxmin edilmasi mihim praktik shamiyyat kasb edir.

Niimuna 1. Verilan funksiyalarin y” ikinci tartib téramasini tapin.

a)y=x*+3x*-5x b)y=%(x2—2x)2
Halli:
a)y ' =(x*+3x2-5x) =4x3 + 6x -5 birinci tartib térama tapilir
y"=(4x3 +6x-5) =12x2 + 6 ikinci tartib térama tapilir

b)y= %(x2 — 2x)?

y' =(2,5(x2 =2x)?)" = 5(x* — 2x)(x*> — 2x)’ miirakkab funksiyanin diferensiallanma
gaydasi tatbiq edilmakla

=5(x2 —2x)(2x — 2) = 10x3 — 30x%+ 20x birinci tartib térama tapilir

y""=(10x3 — 30x2+ 20x)' = 30x% — 60x + 20 ikinci tartib térama tapilir

161



ikinci tartib térama

Nimuna 2. t zamanindan asili olaraq gat S

s(t

edilan yolun s(t) = t* =12t* + 36t (t zamani ) N mq% bucaql
saniya ila, s masafeni metrla géstarir, t 20) | 77|/ smball )
funksiyasina géra masafs, sirat va tacil | gt Jmdsbat

. . bical amsali / bucaq pmsali
funksiyalari arasindaki alagani arasdirin. o2 [ 2T N/ [P0
Halli: (0] 2 4 8 1
s(t)-nin grafikinden gorindiyl kimi, t =2 va 5

t = 6 oldugda toxunanin bucaq amsali sifirdir.
Yani bu noéqgtalar uygun térams funksiyanin —2
sifirlaridir.
(0; 2) va (6; 8) intervalinda s(t) funksiyasinin !
grafikina ¢akilmis toxunanlarin bucagq am- i
sallari musbatdir va v(t) funksiyasi da
misbatdir (t oxundan yuxarida yerlasir). (2;6)
intervalinda toxunanlarin bucag<amsallari

i

mijsbat
/ surat

£
—.

d

—

=
o)

ola &
y‘(
B
e
[o2e]

manfidir, v(t) funksiyasi da manfidir (t oxun-
dan asagida yerlasir). 3 4
v(t) = s'(t) = 3t? —24t> + 36 funksiyasinin hanifi siirat
grafikindan gorundr ki, t = 4 oldugda toxu- =
nanin bucaq amsali sifira barabardir. Bu néqgta
a(t) funksiyasinin grafikinin absis oxu .ila 1
kasisma noqtasidir.

10

o}

|
=

N
&~

alt)
v(t) funksiyasinin grafikina.toxunanin bucaq 24 /]
?msall [0; .4) in-'-cervallndav manfi, (4; 8) //mUsbettaciI
intervalinda ise misbat oldugundan 2
a(t) = v'(t) = 6t=24 funksiyasi [0; 4) araliginda o4

O
o
3=
N
oo

manfi; (4; 8) araliginda miisbat giymatlar alir. 10| 1
Fizikadan malumdur ki, ham sirat, ham ds
tacil vektorial kamiyyatdir. Tacil va strat eyni L/ h<rL4
isarali olarsa, harakat yeyinlasan, aks isarali

olarsa, yavasiyandir.
Oyranma tapsiriqlari

nfiltagil

=

[\®}
8
)

N

|L Verilan funksiyalar-tigiin ikinci tartib toramani tapin.

1y=7x+2 2)y=6x-3
3)y=4x*+3x—-1 4)y=4x*—5x+7
5)y=5x3+4x 6) y = 2x* — 5x
7)y=x*-7 8)y=7x+2

1 1
9Ny="s 10)y=—5
1)y ="x 12) y =
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& Verilan funksiyalar Ggiin f"(2) -i tapin.

1) fix) =4x3*—5x+6 3) fix)=(3x*+2)(1-x)
2) flx) =2x* = 3x3+ 6x*+ 5 4) f(x) = (6x—5)(x* + 4)

|i Verilan funksiyalar Ggin y'-i tapin.

3x+1 2

1) y=(x*+3)(4x—-1) 2)y= >y —3 3)y=;+7

|i Sakla gora masafa s(t), slirat v(t) va tacil a(t) funksiyalarinin grafiklarina uygun
xatlari miayyan edin.

RN b)

~—1

\\§;

A SEEEE
N =
NRAIN/E /.
/)] e

\§~\
1
(
N

!
|i Yuxari atilmis cismin yerdan hindirliylnin t zamanindan asilihgini

h(t) =—0,5gt? + vot + ho funksiyasi il ifada etmak olar. Burada

g = 9,8m/san? sarbastdiisma tacilini, vo -baslangic stirati m/san ila, ho cismin

atildigr hindarlayd metrls, t zamani saniya ils gostarir.
a) h(t) funksiyasina gora surat v(t) va tacil a(t) funksiyasini miayyan edin.

b) Ox,; hundirliyli 3 m olan agacdan 18 m/san baslangic surati ils yuxar

atilmisdir. Oxun harakatini tasvir edan s(t), v(t) ve a(t) funksiyalarini yhkin= 7x + 2

|i Cisim s(t) = =8t* + 2t + 3 qanunu ila duzxatli harakat edir. Burada s metrls,
t saniya ilo verilir. Gedilan yol funksiyasina gora siirat va tacil funksiyalarini
miayyan edin. t =2 san aninda sirati va tacili tapin.

|l Kutlasi 2 kg olan cisim x(t) = t*+ t + 1 (yerdayisma metrls, t zamani saniys ila
Olgullr) ganunu ils diizxatli harakat edir. Harakata basladigdan 3 saniys
sonra cismin kinetik enerijisini tapin.

|§ Kutlasi 3 kq olan cisim s(t) = t2 — 4t (yerdayisma metrla, t zamani saniya ila
Olculur) ganunu ile diizxatli harakat edir. Bu cisma tasir edan F qlivvasinin
giymatini tapin.
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Ustlii va logarifmik funksiyanin téromasi

Ustlii funksiyanin téromasi
Lok

Biz eksponensial artma va azalma ile modellasdirilo [
bilan bir ¢ox real hayati situasiyalara aid masalalarla
tanisiq. Masalan, ahalinin artimi, bank hesabindaki
pulun mablaginin artimi, radioaktiv maddanin parca-
lanmasi, canlilarin, bakteriyalarin ¢oxalmasi va s. Bu
situasiyalarda istanilan andaki artim siiratinin miayyan edilmasi mihdmddar.
Bu artim siratini isa tdramanin tatbiqi ile miayyan etmak olar.

Ustlii funksiya adad oxunun har bir ndqtasinda diferensiallanandir.

1. y = e* funksiyasinin toramasi: (e*) = e*

) exth — ex exeh—_ex toramanin, tarifi
() =lim P lim
h=>0 h->0 h e vurugumetariza xaricina ¢ixarilir

h . . .

= lim e* - e"-1 éwurugu h-danasiltelmadigindan limit

h>0 h isarasinin qarsisina gixarr.
. eh—1 lim €
=eXlim ———— lim = 1 nazara alinir
h->0 h h->0
=eX

2. y = "™ miirakkabfunksiyasinin téramasi.
u(x) diferensiallanan funksiya olarsa;. (e“™)’ = e*®-u’(x)
XUsusi halda, (e **2)’ = k-e *x+b

3. y = g% funksiyasinin téramasi: (a*)" = a*-Ina
y' =(@)’ = (e ¥ )" = “logarifmin asas xassasi
= e’ Ing = miirakkab funksiyanin téramasi

= a*Ina logarifmin asas xdssasi

4. y = a“™ miirakkab funksiyasinin téramasi.
u(x) diferensiallanan funksiya olarsa, (a“™)’ = a“®-u’(x)-Ina

Niimuna 1. y= e¢* > funksiyasinin tdramasini tapin.
Halli: y' =(e¥ %) = e+ 2 (x* + 2x)' = (2x + 2) e+ ¥

Niimuna 2. y = 4-10Y* funksiyasinin téramasini tapin.
Halli:

1 -4 . /x
y' = (410’ = 4n10-10"4(1/x)' = 4In10-10%(~ ) = —4In10-10"

XZ
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Oyranmea tapsiriglari
Funksiyanin téramasini tapin.

a)y=3e+2 b)y=2x—e™ c)y=e*? d)y=e>*?
e)y=2x-e f)y=x-e g)y=x>-e* h)y'=?5
Funksiyanin téramasini tapin.

a) y = 73x+2 b) y= 4—5x+3 C) y= 3_4x+27
d)y =-10>"* e)s=2-3" f)s=5-22

a) y = e* funksiyasinin grafikina (0;1) néqtasinda ¢akilmis toxunanin bucaq
amsalini tapin va bu toxunanin tanliyini yazin.

b) y = e*funksiyasinin grafikina (0;1) ndqtasinda ¢akilmis-texunanin
tanliyini yazin.

c) y = e funksiyasinin grafikina toxunan olub, koordinat baslangicindan
kegan diiz xattin tanliyini yazin.

Tapin: a) f(x) = 2e*+ 2 oldugda f'(0)-1; b) f(x)= Vx - e olduqda f ‘(1)-i

£ '(x) > 0 barabarsizliyini hall edin.

a) f (x) = xIn3 — 3% b) f(x) = 2x+ 4.2
Tatbiq tapsiriqlar
f(x) = 2e3 funksiyasinin téramasi Ggln
f'(x) = (2e%)" = (2*)(3x)’ = 3(2e*) = 3f{x)
oldugundan f(x) funksiyasinin grafikina absisi x olan
noqtada ¢akilmis toxunanin bucag amsalinin f
giymati funksiyanin bu nogtadaki giymatindan 3 . i}/(x)
dafa boyiikddr. o) %

YA

k=f"(x)=3:(x)

R
>

X

Bu onu gostarir ki, eksponensial dayismada artimin dayisma siirati artimin
miqdari ilo mitanasibdir.

Niimuna. Miirakkab faizls pul artimi. Po mablaginds pul illik 9% mirakkab
faiz artimi ils banka qoyulmusdur.
istanilon t ilinds pul mablagi P(t) = Po et diisturu ils hesablanir.
a) Banka 1000 manat pul'goyulmussa, 3-cii ilin sonunda bankdaki amanat
ne¢a manat olacaq?
b) Banka 1000 manat pul goyulmussa, 4-ci ilds pul artimi nega manat ola-
caq?
Halli:
a) t = 3 oldugda, P = 1000e%%-nin giymatini hesablayaq.
P = 1000e%%3=1000-1,310=1310"
b) t.= 3 giymatinda P(t) funksiyasinin téramasinin giymati smanatin 4-cii
ildaki pul artimina uygundur. Bu artim AP = P’(3)-At = P’(3)-1 = P'(3)
olacaqdir. P’(t) = 1000 - 0,09 - €% oldugundan,

AP = P'(3) =90 - e%?7= 117,9" olar.
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l6.

|10.

Qrafkalkulyatorla is. a) f (x) = 4" funksiyasinin grafikini ¢akin.
b) f'(x) funksiyasinin grafikini ¢akin.
£/

c) 90 ="F5)
d) Qrafkalkulyatorla g(x) funksiyasinin grafikini qurun, taxminlarinizi yoxlayin.
e) y = 4" funksiyasinin avazina istanilan y = a" funksiyasi olarsa; g(x)
funksiyasinin grafikinin formasi dayisarmi? Xisusi halda a = e olarsa, grafik
haqqinda fikrinizi yazin.

funksiyasinin grafikini taxmin edin va fikirlarinizi yazin.

ohali artimi. BMT-nin verdiyi malumatlara asasan, 1960-ci ildesn baslayaraq

ahalinin (milyon nafarla) artimini illara‘gdéra N(t) = 31005t funksiyasi ila

modellasdirmak olar. @hali artiminin verilan ildaki artim siratini (ani artim

strati) mlayyan edin.
a) 1980

b) 2002 €)2015

Satis artimi. Yeni satisa ¢ixarilan komputerlarin satisini zamandan (illa) asili
olaraq S(t) =100 — 90e %3t funksiyasi ilo modellasdirmak olar.
Satisin: a) 3 ildan sonraki; b) 5 ilden sonrakiartim siratini miayyan edin.

Radioaktiv parcalanma. Qurgusun-214 maddasinin. t ilden sonra
galan(gramla) migdarini. A(t) = 500e=%3% disturu ile miayyan etmak olar.
1)Verilan ilde maddanin migdari neca qram azalacaq (ani dayisma)?

a) 4 ildan sonra b) 7 ildan sonra c) 10 ildan sonra

2) Madda migdarinin dayisma sirati hagqinda fikirlarinizi yazin.

3) Madda nahayat tamamils yox olacagmi1?

Biznes. Polimer mahsullar istehsal edan zavodun is- c
tehsala basladigi miiddatden etibaran A mahsulu-
nun maya dayarini milyon manatla 80
C(t) = 100 — 50e°t funksiyasi ila modellasdirmak olar. 60

40

100
C(t)=100-50e"

Talab olunanlari tapin: 20
a) Marjinal maya dayarini;

b) C'(0) giymatini;

c) C'(4) giymatini (ylzda bir daqiqglikls);
d) lim C(t) vo !ignwc’(t) giymatlarini tapin. Mahsulun maya dayari xarclarinin
dayismasinin getdikca 0-a yaxinlagsmasini real situasiyaya uygun izah edin.

Ol 5 10 15 20
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Logarifmik funksiyanin téramasi

y = Inx funksiyasi (0;+ o) araliginda diferen-

1
siallanandirva  (Inx)’' = o

e’=x ekvivalent yazilisla avaz edilir
(€)' = (x)" téramasi alinir

(e") y' = 1 miirakkab funksiyanin téramasi nazara alinir Y Six)=ln x
S 2H2;0,7
y'= —= ——svazetma aparilir P
e’ X o/ 2 4 6 8x
" _ 1 H I )’ —- i 2
y_T,yam(nx— X ~

y = Inx funksiyasinin téramasini handasi©laraq bels taqdim etmak olar. Qrafik
Uzarinda soldan baslayaraq har hansi négtads toxunan ¢akin. Bu toxunan
Uzarinda xatkes yerlasdirin va xatkesls toxunanin saga dogru yerdayismasini
modellasdirin. Har ndvbati toxunan xatkesin bir gadar da Ufligi vaziyyats
gatirilmasini talab edir va bucaq amsalinin giymati 0-a yaxinlasir.

u(x) > 0 va diferensiallanan funksiyadirsa, (Inu(x))’ = (L) -u'(x)
u(x
Xususi halda, (In(kx + b))’ = L.
kx +b

Niimuna. a) y = In5x; b) y = In(x® + 2) funksiyasinin téramasini tapin.

1 1
Halli: a) y' = (In5x)'=(In5+.Inx)'=0+ "= —

X X

3x?
r_ 3 r_ . 3 L= —
b)y' = (In(x®+2))' = G432 (e +2) 42
= log, x funksiyasinin téramasi: log x)' =
y = log, y (logx)'= —— —
Dogrudan da, log.x = :n—xelduéundan
na
. In ’
(logx) =( A~ = L ey L. 1
i Ina Ina lna X x-na
téramasi alinir
diferensiallama gaydasi tatbiq edilir

u(x) > 0 ve diferensiallanan funksiyadirsa,  (log,u(x))’ = 00 na -u' (x)

Niimuna:a) y = log.x;  b) y =log,(x? + 1) funksiyasinin téramasini tapin.

Halli: a) ' = (logx)'= —=—
x:In5
2x

b)y'= (logs(x* +1))'= (x> +1)In3

—1 w2 LA
(x*+1)In3 be+1) =
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Oyranma tapsiriglari
|L Verilmis funksiyanin téramasini tapin.

a)y=4Inx b)y=31In(2x) cy=In(2x+1) d)In(x*+1)
& Funksiyanin téramasini tapin.
a)y=x*Inx b)y=|nTX c)y=In3x d)y=+Inx

|i y = In x funksiyasinin téramasini logarifmik funksiyani ekvivalent Ustli
funksiya yazilisi ils ifade etmakla tapin.

|i Funksiyanin téramasini tapin.
X —
x+1

c)y=IgVx*+3

a)y=log,(x*+x+3) b) y = log,
|i Verilmis funksiyanin téramasininiverilmis néqgtadaki giymatini hesablayin.

a) f(x) = log, (4 + 3x) , xo=-1 b) fix) = x3In(3 + 2x) , x0=—-1

|i 1) fix) = x— Inx olarsa, f '(x) > 0 barabarsizliyini hall edin.
2) x-in hansi giymatlarinda verilmis funksiyanin téramasi sifira barabardir?
a)fix)=In(x+2)—2x+2 b) f(x) = x3 —3Inx

|l a) y = x-Inx funksiyasinin grafikina absisixo = e olan négtads ¢akilmis toxunanin
tanliyini yazin.
b)y= xZ-InT funksiyasinin grafikina absisi xo = 2 olan nogtads ¢gakilmis

toxunanintanliyini yazin.
Tatbiq tapsiriqlari

&Bakteriyalarm goxalmasi. Tadgigatlar 32°C temperaturda kolbasadaki
baktareyalarin t zaman anindaki N(t) sayinin

(g

minasibatini 6dadiyini miisayyan etmisdir. Burada No bakteriyalarin ilkin sayidir,
t zamani saatla ol¢ulur.

) <0t

a) Loqarifmin xassalarindan istifads etmakla N(t) funksiyasini yazin.
No =100 gabul edin.

b) N(t) funksiyasinin téramasini tapin va situasiyaya uygun izah edin.
c) t=12 oldugda N'(t)-ni tapin
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Ustlii va logarifmik funksiyanin téromasi

9.

|10.

|12.

|13,

M

Marjinal maya dayari. Tutaq ki, x sayda titak musiqi alatini diizaltmak Ggilin
maya dayari(manatla) C(x)= 5 log.x + 10 funksiyasi ila modellasdirilir.
a) 10; b) 20 tutak dizaldildiyi halda marjinal maya dayarini tapin.

Zalzalanin amplitudu. Zalzalanin glcl (magnitudasi)

A

M=
& Ao

kimi miayyan edilir.

Burada Ao hiss oluna bilan yeralti takanin an kicik amplitudu, A bas vermis
yeralt takanin amplitududur.

a) dM/dA dayismasini tapin.

b) dM/dA dayismasini situasiyaya uygun izah edin. A-nin giymati boyudiikca
dM/dA neca dayisacak?

. Arilarin goxalmasi. Tutaq ki, arilarin goxalmasinin t zamandan asilihgini

N(t) = (t+200) In(t+2) funksiyasi ils modellasdirmak olar. Burada t saatla
Olcilir. Coxalmanin 5-ci; 10-cu ginindaki artim sliratini muayyan edin.

©manatin artimi. Galiri mirakkab faiz artim disturu.ils hesablanan pul
amanati r% galirla banka qoyulmusdur. Bu pulun imumi mablaginin ilkin
mablagin ikigati olma vaxtini gostaran diistur asagidaki kimidir:

In 2
In(1 + r/ 100)
r =5 oldugdadT/dr -i tapin va situasiyaya uygun izah edin.

Laman deyir ki, y =In5x va y = Inx funksiyalarinin har ikisinin téramasi

—)1( -dir. Demali, bu funksiyalar eyni funksiyalardir. Siz bu fikrin sahv
oldugunu necs izah edardiniz?

Farel baliginin coxalmasi. Coxaldilmag magsadila gbla 400 farel baligi atild.

Goldaki moveud sarait farellarin an goxu 2500-a gadar artmasina imkan verir.
Farellarin taxminisayinin t zamanindan (ayla) asili dayismasini

2500

PIO= 1175 25 e oo

funksiyasi ila ifads etmak olar.

a) Farellarin sayi 3 aydan; 5 aydan sonra nec¢a olacaq.
b) P’(t) funksiyasini tapin va situasiyaya uygun manasini izah edin.
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Triqgonometrik funksiyalarin toramasi

Arasdirma. y = sinx funksiyasinin téramasi.

1. y = sinx funksiyasinin grafikini daftarinizda ¢akin.
Verilan nogtalarda toxunanlarin bucagq amsallarini
grafik Gizarinda geyd edin.

2. Yeni koordinat sistemi ¢akin va toxunanin geyd
edilmis nogtadaki bucag amsallarina uygun nogtalari
geyd edin.

3. Qeyd etdiyiniz noqtalari birlasdirin. Bucag am-
sallarinin giymatinin hamin noqtadaki torama
funksiyanin giymati oldugunu nazara alaraq térama
funksiya haqqinda fikirlarinizi taqdim edin.

4. Eyni addimlari y = cosx funksiyasi Gglin da yerina yetirin va onun torama
funksiyasi hagqgindaki fikirlarinizi tagdim edin.

Triqonometrik funksiyalarin toramasi

Triqgonometrik funksiyalar tayin oblastinda diferensiallanandir.

y = sinx funksiyasinin téramasi: (sinx)’ = cos x
sin(x+Ax) — sinx Toromanin tarifina géra
Ax

y' = (sinx)’ =lim
Ax—0

sinx cosAx + cosx sinAx — sinx

=lim = trigonometrik eynilik
&x—0 Ax

— lim sinx (cosAx — 1)+ cosx sinAx ) L

T Ax—0 Ax = ortaq vurugun motariza

xaricina ¢ixarilmasi

— kasrin xassasi

. [sinx(cosAx— 1) cosx sinAx }
=lim +

Ax—0 Ax Ax
. sinx(cosAx—1) . cosxsinAx o '
=lim + lim = [imitin xassasi
Ax—0 AX Ax—0 AX
cosAx — 1 inAx sinx va cos x, Ax-dan asili
=sinxlim 2228~ -~ . sin Imadich ici
+ cosx lim =—="- - olmadig: tictn
Ax—0 AX Ad
i — . sint
=sinx-0 + cosx- 1 = cos x lim 17COSt_o  jim _ 4
t>0 t >0 t

oldugu nazara alinir.
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Trigonometrik funksiyalarin toramasi

y = sinu(x) mirakkab funksiyasinin toramasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (sin u(x))’ = u'(x)-cosu(x)
Xisusi halda,  (sin(kx + b))’ = k - cos (kx + b)

Niimuna. y = sin2x funksiyasinin téramasini tapin.

Halli: Burada, u=2x, y'=(sin2x)’ = cos2x:(2x)’ = 2cos2x

y = cosx funksiyasinin toramasi: (cosx)’ ==sin x

cos x = sin( lzt—x) eyniliyindan istifads etmakla y = cosx funksiyasinin
toramasini tapmagq olar.

y' = (cosx)’ = (sin(%—x))’ = cos (g —-X)- (%—x)’ =—sinx
sinx -1
y = cosu(x) miirakkab funksiyasinin téramasi:
u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (cos u(x))’ = —u'(x)-sinu(x)
Xisusi halda, (cos(kx + b))’ =—k - sin (kx + b)
Niimuna. y = cos 4x funksiyasinin toramasini tapin.
Halli: Burada, u = 4x, y' = (cos 4x)' = —sindx -(4x)" = — 4sindx

y = tanx funksiyasinin téramasi: (tan x)’

~cos2x
Sin X g . . . . . . .
tan x =5 eyniliyindan istifads etmakla y = tanx funksiyasinin téromasini
tapmaq olar.
) ) (sin X >, (sin'x)'cos x— (cos x)'sin x cos2 x +sin2 x 1
y'=(tanx)"= \cosx /)= cosix = cosx ~ cosx

y = tgu(x) murakkab funksiyasinin téramasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (tan u(x))'= —o - - u'(x)
Xususi halda, (tan(kx + b))’ = m

Oxsar gayda ila gostarmak olar ki,

(cot x)' =— ﬁ (cot u(x)) = - Sinu) u'(x),

xususi halda, (cot(kx + b))’ =— m

Niimuna 1. y'= 3sin2x — 4cos3x funksiyasinin toramasini tapin.
Halli: y' =(3sin2x — 4cos3x)’ = (3sin2x)’ — (4cos3x)’ =
= 3c0s2x(2x)'+ 4sin3x(3x)" = 6¢cos2x + 12sin3x
Niimuna 2. y = 4sin32x funksiyasinin téramasini tapin.
Halli: y’ = (4sin32x)'=4 - 3 - sin?2x - (sin2x)'=12 - sin?2x - 2 - cos2x =
= 24 sin?2x -cos2x
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Trigonometrik funksiyalarin toramasi

Oyranmea tapsiriglari

1.

BNES

Sakilda y = —2cosx funksiyasinin grafiki verilmisdir.
1) Qrafika gora funksiyanin verilan néqtalarda

2
toxunanlarin bucaq amsallarini miiayyan edin: /\ /\ /
a) funksiyanin sifirlarinda; 0 5 W >
X

b) maksimum noqtalarinds;

¢) minimum noéqtalarinds. -

2) térama funksiyasinin grafikini ¢akin.

Funksiyanin téramasini tapin.

a)y =2sinx b) y = 3cos x c)y=2cotx
d) y=3sin 2x e) y =2 cos 3x f)y=4tan 2 x
g) y = x*sin x h) y = x - sin 2x i) y=x%- cos 2x

Funksiyanin téramasinin verilmis noqtada giymatini hesablayin.
a) f (x) = 4x— 2tanx, f'(%) b)f (x).= x- cos2x, f!(r)
Funksiyanin téramasini tapin vax=§ nogtasinda toxunanin bucag amsalini
hesablayin.
a)y =cos x b) y = 2sin x C) y = cos x—sin x
d)y =-sin 3x e) y = cos(m — 2x) f) y = cos(3x + 2m)
Funksiyanin téramasini tapin.
a) y = sin x cos x b) y =sin 3x:cosx + cos3x-sinx

c) y = cos? x—sin? x d) y = cos 3x-cosx + sin3x-sinx

a) y/=sin? x + cos? x funksiyasinin téramasinin sifir oldugunu gostarin.

Funksiyanin téramasini tapin.

t

1) y =sin%x 2)y = cos’x 3)g(t) = cots

_ sinx R o 1
4) f(x) = " 5)y=x sin — 6)y=x cos;
7)y = e sin2x 8)y =e™cos % 9) y = 3sin?2x
f'(x) = 0 tanliyini hall edin.
a) fAx)=x-cosx b) f(x) = sinx + X c) f(x)=x+ cos2x

2

Toramasi: a) f'(x) = 2 + sinx; b) f'(x) = cos2x olan he¢ olmasa bir

f (x) funksiyasini disturla verin.
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Trigonometrik funksiyalarin toramasi

m. Aciq tipli sual. y = sin"u(x) saklinda bir mirakkab funksiya yazin ve téramasini
tapin.

|£. a) y = sin%x funksiyasinin grafikina toxunanin bucaq amsalinin sifra barabar
oldugu bitin nogtalarin absislarini miayyan edin.
b) f(x)=2sinx - sin?x funksiyasinin grafikinin hansi ndqtalarindas toxunanin iflqi
oldugunu miayyan edin.
c) y = sin2x funksiyasinin grafikina absisi xo =
toxunanin tanliyini yazin.

% olan néqtada/gakilmis

|1_2. Verilan funksiyanin grafikina koordinat baslangicinda ¢akilmis toxunanin
bucaq amsalini tapin. Bu giymati x = 27 ndqgtasindaki toxunanin bucaq
amsali ila miqayisa edin.

y . 3x
=sSin —
y=sin =

WA
\-/375 2n

2

b) 1
|

|£*). y = x2sin2x funksiyasinin ikinci tartib toramasini tapin.

=Y

ol adll

M. P(x) = 1—tan?x + tan*x—tan®x + ... ,va 0 < x <% olarsa; P'(x) funksiyasi
hansidir?
a) sin2x b)<cos2x c) —tan2x d) —sin2x e) —cos2x

|L5. Danizda qabarmalar va ¢akilmalara gorasahilin yaxinliginda suyun darinliyini
(metrla)

D () 21,5 + 0,5 cos 2=

6
a) dD/dt funksiyasini yazin.

funksiyasi ils modellagdirmak olar.

b) t=5 va t =10 olduqgda dD/dt-nin giymatini tapin. Bu giymatlari situasiyaya
uygun izah edin.
c) Sahilin yaxinliginda na zaman suyun darinliyi an ¢ox olacaq?

|1_6- y = 2cos x sin 2x funksiyasinin grafikina absisi x =% olan néqtada ¢akilmis
toxunanin bucag amsalini tapin.

|L7. Funksiyanin 6-ya géra téramasini tapin.

a) f(0) = —3cosb — 2sinb c) f(B) =15cos30+06 -6
i T
b) £(8) :g—sine —1cosh + 27 d)f(6) 2 cos46 - 3 sin30
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Umumilasdirici tapsiriqlar

|1

a) hit)=t-2 2+ b) p(n) = —n®+ 5n3+ In? c)p(r)=r6—5

2.

Funksiyanin téramasini tapin.

2
—+r—1
\

r

©

Sara hava vurulur. Sarin hacmini V =% 7tr® kimi miiayyan etmak olar, burada
r sarin radiusudur (santimetrla).
r=1,5; 6; 9 oldugu anlardaki ani hacm dayismalarini miayyan edin:

a)y= \/)_(funksiyasmm grafikini qurun. Absisi xo= 1 olan noqtada toxunan
¢akin va bu toxunanin tanliyini yazin.

b) y = (6x — 3)(—x? + 2) funksiyasinin grafikina absisi xo = 1 olan noqtada
¢okilmis toxunanin tanliyini yazin.

f(x) = (4 —x2)(3x + 1) funksiyasi.verilmisdir. f “(x)-i tapin.

Funksiyanin téramasinin verilmis noqtadaki giymatini tapin.
2-7x 8x3 (=x+2)?
= a3 ey ——— c)mx) = +=——-"—
a) g(x) (4x + 3)3 b) fix) Bx -2 ) m(x) (5+2x)°

Xo= -1 Xo=1 Xo=—2

—ZK téramasinin verilmis xo ndqtasinda giymatini tapin.
X

a)y=u?+3u; u=Vx—1; X=5 b)y:\/z; U=6-—x; Xo=-3

Funksiyanin téramasini tapin

a)y=sin(e+z—> b)y=cos<9—z—> c) f(x):—g—coszx

d) y =sin* 06 e) y=sin®46 f) y = 3cos? 26

Funksiyanin téremasini tapin

a)y=—-2e-3* | B)f()=-3ce> gl =2x"™  d)y=xn2x

Bu glin an muasir sayilan komputeri alsaniz, bir gadar vaxt ke¢dikdan sonra
giymatinin ucuzlasdigini géracaksiniz. Kompliterin giymatinin zamandan
asili dayismasini A(t) = 900e /3 funksiyasi ils ifada etmak olar.

a) Komputerin ilkin giymatini tapin

b) Bir ildan sonra komputerin giymati ne¢ca manat olacaq?

c) Ne¢a ildan sonra komputerin giymati ilkin giymatinin yarisi gadar olacaqg?
Bu zaman qgiymatin ucuzlasma sirati na gqadar olacaq?
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Firlanma fiqurlarinin hacmi

N

e Silindrin hacmi

e Konusun hacmi

e Kasik konusun hacmi

e Kiira va hissalarinin hacmi
e Oxsar fiqurlarin hacmi

Riyazi ligat
v'konusun hacmi ¥ yarimkiranin hacmi
¥'silindrin hacmi v'kiira segmentinin hacmi
v'kiiranin hacmi v' kiira gatinin hacmi

v kiira sektorunun hacmi

Bunlari bilmak maraqhidir!
Xalga Muzeyinin binasi Bakinin miiasir memarliqg nimunalari arasinda
O0zUnamaxsus yer tutur. Bikilmus xal¢a saklinda formaya malik binada
xalga vo xalca mamulatlari, metal mamulatlar, geyim va tikms,
keramika, zargarlik asyalari, kitablar, fotosakillardan ibarat nadir kollek-
siya mihafize olunur. Muzeyin sargi konsepsiyasi adi sargilardan
farglanir./9sas eksponatlar - xalcalar qovssakilli divarlardan asilir,
bunlarin da aksi bitln yuxari martabalarin aksar yerlarindan goérunr.
Bunun sayasinda sarginin boyik hissasini muixtalif rakurslardan gormak
olur.




Silindrin hacmi

Hacm dedikda faza fiqurlarinin tutumu basa diistlir. Asagida verilan iki silindrdan
hansinin hacminin daha boyiik oldugunu distntrsiniz?

S
3

C =S :
4

Oturacaglari silindrin oturacaglari daxilina‘(xaricina) ¢akilmis prizmaya
silindrin daxilina (xaricina) ¢akilmis prizma deyilir. Tutag ki, radiusu r,
hiandarliyd h olan silindrin daxilina.wva
xaricina diizglin n-bucaql prizmalar
cakilmisdir. n sonsuz boyidiikes bu prizma-
larin oturacaglarinin sahalari silindrin
oturacaginin sahasina (Sot) yaxinlasdigindan
onlarin hacmlari Set-h-a yaxinlasacaqdir.

=T

I
.

Silindrin hacmi oturacaginin sahasi ila
hiindirliyi hasiline barabardir: C —>

V=Soth, Sot =Tr? h
V =nr’h

Oyranma tapsiriglan

|L Sakilda verilanlars gora silindrlarin hacmini tapin.
9sm

b
.S

|& Verilanlara.gora fiqurlarin hacmini hesablayin.

18 mm

Oturacaginin sahasi: 25 mm? Oturacaginin sahasi: 35 sm?
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Silindrin hacmi

& Verilanlara gora machullari tapin.

a) v=36mm? b) V=1800r sm? c) V=12mnm?
D
h
- 75 sm
15sm N
1,5m
|4_ Yan sathinin sahasi 20 1, hiindirliyd 10 vahid olan silin

[

Silindrin hindurliyd 5 sm, tam sathinin s
hacmini tapin.
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Silindrin hacmi

|1_2. Verilanlara gora fiqurlarin hacmini hesablayin.

a) 102)71 c)mm d) e)
N\

8sm™, .. . e
diiz prizma” 8 MM

|£’). a) Oturacagini dayismadan silindrin hacmini iki dafs artirmaq Ggln hinddr-
|Gydnid nega dafa artirmaq lazimdir?
b) Silindrin yan sathi (kvadrat vahidla) va-hacmi (kub vahidla) eyni adadla
ifads olunur. Silindrin diametrini tapin.

Tatbiq tapsiriglar

M. Sira, oturacaq radiusu 15 sm, hindurliyii. 20 sm olan
gablara doldurulmusdur. Sira hiindiirliyt 6 sm; oturacaq
radiusu 3 sm olan stakanlarda satilir. Bir stakan siranin
giymati 3 manat olarsa, gabla dolu siranin satisindan
ne¢a manat pul alds edilar?

|1_5. Borunun daxili diametri 24 smj xarici diametri 28 sm va uzunlugu 35 sm-dir.
Borunun hazirlandigi materialin sixlig1.0,6 gq/sm?3olarsa, borunun kutlasini
tapin.

|1_6. Quru ot sixilmagla dizbucaqli paralelepiped saklina salinir. Bu para-
lelepipedlarin dlgtlari adatan40.sm x 40 sm x 90 sm kimi olur. Lakin bazan ot
silindr formasinda da vyigihr. Sakildaki olglide yumrulanmis ot yiginindan
taxminan nega bels paralelepiped dizaltmak olar?

|L7. Karandas radiusu 7 mm olan silindrsakilli agac hissadan va radiusu 1 mm olan
grafit hissadan ibaratdir. Uzunlugu 14 sm olan karandasin agac hissasinin
hacmini tapin.
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Silindrin hacmi

|EB. Sakilda verilanlara géra miirakkab fiqurlarin hacmini hesablayin.

19,

120.

21.

22.

23.

2
a) 02m c) =M
0,4m
""" 2m
0,2m
03m a——
0,5m

Gulzar deyir ki, oturacaginin radiusu 0,75 m, hiindirltyd 0,50 m olan'silin-
drik su ¢aninin tutumunu iki dafa artirmaq lgiin onun.verilan dlciilarini.da
iki dofs artirmagq lazimdir. Gulzarin fikrina miinasibatinizi uygun hesabla-
malar aparmagla bildirin.

a) Verilan dlgilarda ¢an nega litrsu tutur?

b) Hansi 6lgllarda ¢anin tutumu hazirkindan iki dafs gox olar?

Sakilda iki muxtalif silindr va diizbucaqgh
paralelepiped formali qutularda duz
qabi verilmisdir.
a) Hansi gabin tutumu daha ¢oxdur? 135smf
b) Sizce hansi gablasdirma Ust-lista
yigma va dasima baximindan daha
rahatdir? Seciminizi asaslandirin.

Olgiilari 208mx15 sm x6 sm olan diizbucagh paralelepipedsakilli xamir
kitlesindan radiusu 1 sm, hiindurliyd 5 sm olan silindrsakilli kekslar
hazirlanmalidir. Nega bels keks hazirlamag mimkandar?

Hindarluyd 10 sm olan su ila dolu silindr formali gabdan 25 sm? bosaldigda
suyun gabdaki saviyyasi 2 sm azalir. Qab na gadar su tutur?

& cisim

Oturacaq radiusu 4 sm olan silindr formali gabda suyun
saviyyasi 15 sm hundirliikdadir. Qaba suda hall olmayan
cisim atildigda suyun saviyyasi 19 sm-a gadar ylksalir.
Suya atilan cismin hacmini tapin.

Suvuran nasosun silindrinin porseninin diametri 60 mm, harakat masafasi
150 mm-dir. Porsen 1 dagigada 40 dafs harakat edir. Nasosun 1 saatda vura
bilacayi suyun migdarini tapin.
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Konusun hacmi

Praktik masgala. Hiindlrllklari va oturacaglari

eyni olan prizma va piramidanin hacmlari
arasinda hansi alaga var? Bu alagani silindr va
konusun hacmi arasindaki alagaya da aid etmak  [#
olarmi?

23

V’
>

A\

Naal

5

Kartondan oturacaq radiuslari va hiindirliklari eyni
olan silindir va konussakilli modellar diizaldin.
Konussakilli gabla (qum, dlyu va s) silindrik gabi
doldurun. Nega bela gab silindrik gabi doldurdu? Ug
dolu konussakilli gabin silindrik gabi doldurdugu fikri

dogrudurmu?
*
5N
ﬁ l

C—>
h

Prizma, silindr, piramida va konusun hacmini hesablama gaydasini rangli
xanalara uygun malumati yazmagla dmumilasdirin.

Prizma va silindrin hacmi:

Hacm = oturacagin sahasi x -

Piramida va konusun hacmi:

Hacm = - x eyni oturacaqgli va hiindlrltkli prizma va ya silindrin hacmi

Konusun hacmi oturacagin sahasi il hindirliyu
hasilinin Gicda birina barabardir.

1
V=
3

Soch, SecdTr v =%nr2h

Niimuna. Konusun dogurani 9 sm, hiindirliyi 6 sm-dir. Konusun hacmini tapin.

Halli: \Y =%nr2h; /=9 sm; h=6sm.

r=VP-h?=\81-36=45=35

=%nr2h - % - 456 =907 (sm?)
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Konusun hacmi

1.

Konusun hacmini tapin.

o d 5
) 4m ) M
8sm
2m
Verilanlara gora talab olunanlari tapin.
6 =? 9m
a) o by " 1‘ 0)
L 15 sm
15 sm
r=?
V=2 V = 24007 sm?

Sakilda konusun yan sathinin acilisi verilmisdir. Verilanlara gora
konusun hacmini miayyan edin:

Silindr va konusun hacmi barabardir. Konusun X ?
hundurliyiini tapin .!y s
N TR
2x

Fiqurlarin tam sathinin sahasini va hacmini tapin.

b) 16 sm c) 12 sm
/\
24 sm
N

8sm
A

Katetlari 3 sm'va 4 sm olan diizbucagh lGgbucagin 4 sm
hipetonuzu strafinda firlanmasindan alinan cismin /|
. » ! BE
sathinin sahasini va hacmini hesablayin. \

3sm

Hacmi 967 sm? olan konusun hindurliyiinin doguranina nisbati 4:5 kimidir.
Bu konusun.tam sathini tapin.

Konusun htndirliyi 6 sm, yan sathi 80 © sm2-dir. Konusun hacmini tapin.

Konusun uzunlugu I olan dogurani oturacaq mistavisi ile 30°-li bucaq amala
gotirir. Konusun hacmini tapin.
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Konusun hacmi

|10.

|12.

|13,

14,

|15,

|16,

Radiusu 5 sm, hiindurltyd 8 sm olan su ila dolu konus
formasinda gaba tili 0,5 sm olan kublar atilmisdir.
Kublarin atilmasi ila gabdaki suyun dérdda bir hissasi

5sm
fp—

gabdan tokilmisdir. Qaba nec¢a kub atilmisdir? 0,5sm 8sm
Qalam dizmak Ucgln dizbucaqgli paralelepiped 0,5sm
sakilli taxta gabin oOlgllari 15smx5smx2,5 sm-dir. SCETEL
Qabda galamin konussakilli ucunun oturmasi ticlin v
radiusu 0,5 sm, darinliyi 1 sm olan konusakilli VvV Vv

&y

8 oyuq acilmisdir. Taxta galemgabinin _hacmini
tapin.

Hlndurltuyd 8 sm olan silindr formali gab hiindirltyd
h olan konus formali gabla sakilda gostarildiyi kimi
birlasdirilmisdir.Qabi tars ¢evirdikda suyun saviyyasi é
12 sm olmusgsa, konusun h hindirliyd negs

santimetrdir?

Olcilari sakildaki kimi verilan konussakilli gabdan ds- !
gigada 4 sm? su damcilayir. Dolu gabin 80%-i na miiddats
bosalar? 1 sm3=0,001./ olmasindan istifads edarak gabin
tutumunu litrls ifada edin.

Sakildakifigurlarin tam sathinin sahasinive hacmini verilan dl¢ularina gora
hesablayin.

6sm
a) 30 ! b)
30 S\ 12 sm

Diametri 12 sm, hindurliyd 15 sm olan konus oturacagdan 9 sm masafada
oturacaq mdstavisina paralel mustavi ila kasilmisdir. Verilan konusla kasilib
ayrilan kicik konusun hacmlari fargini tapin.

Hacmi 52 sm? olan kasik konusun oturacaglarinin sahalari nisbati 9-a
barabardir. Kasik konus tamamlandigda alinan tam konusun hacmini tapin.
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Kasik konusun hacmi

|17. Kasik konusun v =%(Rz + Rr + r’)hacm dusturunu o
asagidaki addimlarla isbat edin. &
1

118,

|19,

20.

1. Kasik konusu tam konusa tamamlayin. Tamamlayici kigik konusun
hindurliyand H ils isars edin.

2. Tamamlanmis konusun va kigik konusun hacmini yazin.

3. Bu hacmlarin fargini V =§ (R?h + H (R-r)(R+r)) q
saklinda yazin. [

4. Oturacaglarinin radiuslarinin va hiindirliklarin yaratdig

Ugbucaglarin oxsarligindan H (R-r) = hr oldugunu gostarin.

5. 4-cl bandds aldiginiz barabarliyi 3-cii banddski barabarlikds
yerina yazin. Kasik konusun hacm diisturunun Lr
R

h h —
\Y; =7T?(R2 +Rr+r?) vaya Vv =?(S1+Sz+ \/Slsz) oldugunu gostarin.

Burada S1 va Sz oturacaglarin sahalaridir.

Kasik konussakilli stakanin élctlari sakilds verilmisdir. . 4sm
a) Stakanin su tutumunu santimetr kub vahidlarla m—
hesablayin. 10sm

b) 1 m3 = 1000 / oldugunu bilarak stakanin tutumunu
millilitrls hesablayin.

E—_
2sm
8sm
Kasik konusun.dogurani 13 sm;oturacaglarinin radiuslari e
uygun olarag 8 sm va 3 sm olarsa, tam sathinin sahasini 5
va hacmini'hesablayin. °m
3sm
Damirdan hazirlanmis agziaciq sud gabi kasik konus-
- .. v M e 16 sm
sakilli olmagla hiindurliyt 15 sm, oturacaglarinin
radiuslari8 sm va 16 sm-dir. Stdiin 1 litrinin giymati /\
1,35 manat olarsa, gabla dolu stidin satisindan na 15 em

gadar pul alds edilar? Qaba sarf edilan metalin har
100 sm?-nin giymati 0,95 manat olarsa, bir gabin
materalina na gadar pul xarcloanmisdir? 8sm
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Kiira va hissalarinin hacmi

Praktik masgala.

1. Har hansi top goétiirtin. Onun diametrini taxmin edin.

2. Diametri va hindurliyd topun diametri il eyni olan silindrin acilis saklini
kagiz Gzarinda ¢akin.

3. Kagizi kasib gatlayaraq yapisganh bantlarla barkitmakla

agzi aciq silindr qurasdirin. Silindri hiindirliyi boyu 3 : .
barabar hissaya bolmakls lzarinda isaralar qoyun. i t
4. Topun atrafina folga va ya bark parca ¢akin va sferik torba

dizaldin. Torbani qumla doldurun.

5. Qumu dizaltdiyiniz silindr gaba bosaldin. Silindrin hansi hissasi qumla
doldu?

- Kira sathini Gflqi va saquli xatlarla (meridian va

paralellarla) sabaka saklinda hissalara ayirsaq va
~ sobakani taskil edan har bir kigik “dlzbucagli”nin
tapasini sferanin markazi ila birlasdirsak, kiiranin
kicik “piramidalar”dan taskil'olundugunu tasavviir
etmak olar.

Kiiranin hacmini har birinin hiindirilayd kiranin r?diusuna
barabar olan bu “kicik piramidalar”in “hacmlari (3_50':[')

comi kimi ifada etmak olar. Oturacaglarinin él¢ilarini sonsuz
kiciltmakla piramidalarin sayini sonsuz artirag. “Piramidalar”in
oturacaqlarinin sahalari comi klranin.sathina barabardir. Kiiranin %

sathinin sahasinin 4xr? oldugunu nazars alsag, oturacagin
sahasi

kiiranin hacmi GglnV = %S-r :;—4nr2-r :%nﬂ disturunu alariqg.

markaz radius, r

Kiranin hacmi—— = ils radiusu kubunun ‘hasilina

barabardir. A

Nimuna. Tapin:

a) radiusu 3 sm olan kiiranin hacmini b) hacmi 288 sm?3 olan kiiranin ra-
diusunu
Halli: af V== 3 b)V =2 np
3 3
M v 4 =288 v
4 3
V=—m-33=36m (sm3) ,_ 2883 _ 216 __6
rB= = , r=——(sm).
3 4r i n
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Kiira va hissalarinin hacmi

1.

2.

3.

Kiralarin hacmini hesablayin.

Verilanlara gora talab olunanlari tapin.

[~ 16sm~s

V=2 V =361 m?

a) Radiusu 3 sm olan kiiranin kub formali qutuda yerlasmasi Gglin qutunun
hacmi an azi ne¢a kub santimetr olmalidir?

b) Radiusu 2,4 sm olan kira sridilarak radiusu 4 sm olan silindr formasina
salinmisdir. Silindrin hiindtrlGylni-tapin.

c) Radiusu 3 sm, 4 sm, 5 sm olan metal kuralararidilarak bir boyik kiira alindi.
Alinmis kiiranin radiusunu tapin. Bu kirs aridilarak radiusu 4 sm olan silindr
formasina salindi. Silindrin hiindrliytnd tapin.

d) Diametri 22 sm olan futbol topu tili 24 sm olan kubsakilli qutuya
yerlasdirilmisdir. Qutunun hacmininnega kub santimetrinin bos galdigini tapin.

Asagidaki addimlari yerina yetirmakla kiranin hacm disturunu Arximedin

Gsuluils miayyan edin. h
’!‘ Radiusu va hiinddirliiydi r
r olan silindrdan konus
oyulub.

Radiusw r olan @
yarimkiira %

1. Yarimkiranin A hindUrliyUndaki dairavi kasiyinin sahasinin mt(r? - h?)
oldugunu gostarin.

2. Konusun oyulub ¢ixarildigi silindrin A hiindirliytndaki dairavi kasiyinin
sahasinin 7t(r? - h?) oldugunu gostarin.

3. Kavalyeri prinsipina gora bu fiqurlarin hacmlarinin barabar oldugunu izah
edin va yarimkiranin hacm disturunu gixarin.
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Kiira va hissalarinin hacmi

5.

l6.

1) Yarimkidranin hacm diisturunu yazin.
2) Yarimkiranin hacmini hesablayin.

a) b) c)

|
T’“

Kosmik gamilari yanacagla tamin etmak lglin kosmik satl
adlanan orbital gamilardan istifads edilir. Bu gamilar
Yeratrafi orbitdaki gamilara lazimi ylklari catdirmaq Gglin
istifada edilir. Satllar digar kosmik gamilardan fargli olaraq
dafalarla orbita gedib qayitmaq imkanlarina malikdir.
Satlin maye oksigen va maye hidrogen ¢anlari var. ;
Maye oksigen cani formaca yarimkiira, silindr va konusun g
birlasmasindan dizaldilmisdir. Maye hidrogen g¢ani isa

sonlarinda yarimkira olan silindirdir. Sakilda verilan Olgllara géra ¢anlarin
hacmini hesablayin.

Maye oksigen ¢ani Maye hidrogen ¢ani

42 m 42 m
W
*‘ X =
—&,1 m —212m —

A saklinda radiusu 8 sm olan yarimkiiradan konussakilli oyuq aciimisdir.
Alinan fiqurun sathinin sahasini va hacmini tapin.

B soklinds oturacaqglarinin diametrlori 10 sm ve 4 sm olan kasik konusdan
hiandurltyd boyu silindr oyulmusdur. Silindrin oturacagl konusun kigik
oturacagi ila Ust-Usta dusur. Kasik konusun hiindirliyl 4 sm olarsa, alinan
fiqurun sathinin sahasini've hacmini tapin.

A

42 m'4 ml

C soaklinda diametri 6 sm olan yarimkiiradan diametri 4 sm olan yarimkira
oyularaq c¢ixarilmisdir. Alinan fiqurun sathinin sahasini va hacmini tapin.

& Tilinin uzunlugu a olan kubun daxilina onun Gzlarina toxunan kirs yerlas-

dirilmisdir. Kiranin markazindan kubun Gzlina gadar masafani va kiiranin
hacmini tapin. Uygun sakli ¢akin.
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Kiira va hissalarinin hacmi

Kiira sektoru va Kiira segmenti

Toapasi kiiranin markazinda olan konik sathin kiiradan
ayirdigl hissaya kiira sektoru deyilir. Kiira sektoru
tapasi kiiranin markazinda olan konusla kiirs seqgmen-
tinin birlagsmasidir. Kiira sektorunun hacmina topalari
kiiranin markazinda, oturacaglari uygun kiire seqmen-
tina toxunan kigik piramidalarin hacmlarinin cominin
limiti kimi baxmag miimkiin oldugundan

Vsekt =lSseqm -R =lZTERH ‘R= LTCRZH olar.

:‘\ O
3 3 3 \_/
Burada R kiiranin radiusu, H uygun seqmentin hiindir-

lGyudr. @
Digar tarafdan, W
R-H

0>°=R?-(R-H)?=2RH - H? va

Vien = %naZ(R ~H) =%n(2RH ~ H)(R - H) oldugu iiciin

Vseqm = Vsekt — Vkon:%TCRZH - %TC(ZRH R HZ)(R - H) = TCHZ(R _%H)

|10,

|11.

Kiranin diametri 10 sm-dir. Hindurliyl 1 sm olan kira segmentinin
oturacaginin sahasini va uygun kiirs sektorunun hacmini tapin.

Kiranin diametrina perpendikulyar olan mustavi diametri 3 sm va 9 sm ol-
magqla 2 hissaya bolir. Kiiranin hacmi hansi hissalara bollinir?

Kira sektorunda uygun seqmentin‘oturacaq ¢evrasinin radiusu 60 sm, kiiranin
radiusu 75 sm-dir. Bu sektorun hacmini tapin.

. Kira gatinin oturacaglarinin radiuslari 3 m va 4 m, kiiranin radiusu 5 m-dir.

Kira gatinin hacminitapin (iki hala baxin).

. Figurlarin hacmini hesablayin.

8 sm c) 16sm
<>
V 2sm 12 sm ‘ﬂﬁ 16 sm
<—>7 -
10 sm 5sm
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Kiira va hissalarinin hacmi

Layiha isi. Silindr, konus va kiiranin hacmlari arasinda Arximedin miayyan
etdiyi nisbat.

Arximed radiusu r olan kirani ahata edan silindrin hacmi va silindra
yerlasdirilmis konusun hacmlari arasindaki alagani arasdirmis va kiiranin hacm
diisturunu miisyyan etmisdir. Bu isi siz do gdrmaya ¢alisin.

Radiusu R =5 olan kiiranin markazdan x masafads olan
mistavi kasiyinin sahasinin x-dan asili olaraq dayismasini
asagidaki addimlari yerina yetirmakla tagdim edin. w

a) S(x) funksiyasinin asagidaki giymatlarini hesablayin.

S(0) ; S(1); S(3); S(4); S(5)
NUmuna Uglin S(1) giymati hesablanmisdir:
S(1)=nrr=n(R*"12)=n(5>"12)=24n

b) Mstavi kasiyin S(0) va S(5) giymatlari hagqinda fikrinizi taqdim edin.

c¢) Radiusu R olan kiiranin markazindan x masafada olan
mistavi kasiyin sahasini miayyan edan timumi disturu yazin.

d) ¢ bandinda yazdiginiz disturla asagidaki sakli slagalandirin.

e) Arximedin fikirlarini basa diismak ti¢lin yenidan - <<
avvalki sakila.qayidin.

“Icindan” konus oyulub gixariimis silindrin oturacagina paralel

miustavilarla kasiyi halgalar olacaq. Eyni saviyyada kiiranin q‘p
mistavi kasiyi dairadir. Ucbucaglarin oxsarligina gére de hlf
dilimlarin sahalarinin t(r? - h?)-na barabar oldugunu isbat

etmak mimkindir. Bu mustavi kasiklarin sahalari barabar oldugundan Kava-
lyeri prinsipina gora bu cismlarin hacmlari barabardir.

e o8

3 4 4
nri2r-2- —Tcrzr——T" - = ——

3
3 3 3 3 ™
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Oxsar fiqurlarin hacmi

Oxsar faza fiqurlarinin uygun xatti olcllarinin nisbati barabar olmaldir.
Oxsar faza fiqurlarinin verilan uygun olgilarina géra machul 6l¢lint tapmagq
olar.

Niumiina. A va B konuslari oxsar konuslardir. Sakilda verilanlara gora B
konusunun doguranini tapin.

B
Halli:  Xatti dlgllarin nisbatini yazaq: A
RadiusA  _ Doguran A In =15 sm I, =2
Radius B Doguran B
5 _15 2
—=——, [3=21sm ra=5sm
7

78 =7 sm
Bilirik ki, iki oxsar faza fiqurunun sathlarinin sahalari nisbati onlarin uygun xatti
Olgllarinin nisbatinin kvadratina, yaxud oxsarlig amsalinin kvadratina

barabardir:
SA _ <a_>2_ 2
S \b =k

Oxsar faza fiqurlarinin hacmlari

Oxsar A va B faza fiqurlarinin hacmlarinin nisbati
onlarin uygun xatti 6l¢tlarinin nisbatinin kubuna,
yaxud oxsarlig amsalinin kubuna barabardlr

k

A~B — A a

Vi b

Niimiina/iki oxsar silindrin yan sathlarinin nisbati 4:9 kimidir. Hacmlari farginin
38mn kub vahid oIdugunu bilarak, silindrlarin hacmlarini tapm.

— z__ —— %3'1
Halli: Sartagora SB =k 9 oldugundan k 3 .Onda VB <3 =37

Burada Vs— Va=38m oldugunu nazars alsaq, tapariq: Va= 16€; Ve = 54E.
Oyranma tapsiniglari.

|L Verilan iki figurun oxsar olub-olmadigini miayyan edin. Fiqurlar oxsardirsa,
oxsarlig amsalini yazin.

q & . 4
' 12m




Oxsar fiqurlarin hacmi

& Verilan iki fiqur oxsardir. Bu fiqurlarin hacmlari nisbatini tapin.

3.

12 sm

a) b) 8sm c) 20
6sm 12 sm - e @ Sm5 sm
| o ©

4 sm
Radiusu 4 sm, hindirliyld 12 sm olan silindrin olgllarini 5

a) 2 dafs; b) 3 dafs artirdigda hacmi nega dafs artar?
Boyudulmds silindrlari ¢akin va lizarinda'yeni 6l¢llarini yazin.
Bu silindrlar verilan silindra oxsar olarmi?

Fiqurlarin oxsar oldugunu a) | b) L

bilarak, verilanlara gora talab3m am

olunani tapin. 12m 8m
= |

Vi = 108m? Va2 Vi=? V2=64m?

12 sm

Verilan silindrlarin oxsar ‘ |6_ Konusun xatti dlgulari iki dafa artiriimisdir.
oldugunu bilarak kigik a) Konusun tam sathinin sahasi ne¢a dafa
silindrin diametrini tapin. artmisdir?
b) Konusun hacmi neg¢a dafs artmisdir?
Y c¢) Oxsar iki konusun tam sathlarinin sahalari
[y ‘ 9:16 nisbatindadir. Bu iki konusun hacmlari

A X sm iebotin t
nispatini tapin.
& P
V =1280 sm? V=20sm?

Sakilda bugda anbarinin 1 : 100
miqgyasi.< ile  sokilmis  plani
verilmisdir. Taxil anbarinin real
hacmini hesablayin.
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Oxsar fiqurlarin hacmi

|i Kigik fiqurun xatti 6l¢llarini miayyan dafs boyltmakla boyik fiqurlarin uygun
Olcllarini almaq olar. Bu fiqurlarin tam sathlarinin sahalarini hesablayin.
Boyuk fiqurun xatti dlciilarinin, tam sathinin sahasinin va hacminin nec¢a dafa
artdigini miiayyan edin.
r=8sm r=20sm

>
] 12 sm
. 10 sm 15 sm 10 sm
8smg e 12s V
= Y 4
8sm

|& Figqurlarin oxsarhlglarina va sakilda verilanlars géra kicik foza fiqurunun
hacmini tapin.

2 T
") N, Y
(3 = 5 sm?
Boyiik kiiranin \v Boyk konusun o
hacmi: 10 litr hacmi: 270 sm3

|1_0. iki kiiradan birinin radiusu digarinin diametrina barabardir. Kiiralarin:
a) hacmlari nisbatini; b) tam sathlarinin sahalari nisbatini yazin.

9,6 sm

m. Maye tutumu 125sm? olan silindrik konteyner hazirlamaq t¢lin 240 sm? ma-
terial iglanir. Sirkat bu konteynerlarin radius ve hindurliyini eyni dafs
boyitmakle maye tutumunu 1/ -a (1000 sm3) catdirmaq istayir. Yeni
konteynera na gadar material sarf olunacaq?

|1_2. 1) iki oxsar konusun sathlarinin sahasi va bdylik konusun hacmi verilmisdir.
Kigik konusun hacmini tapin.

a) S1=24 sm? b) S1=36 dm?
S,=96 sm? S2=324 dm?
V2= 96 sm? V2=432 dm?

2) iki oxsar silindrin hacmlari va kigik silindrin sathinin sahasi verilmisdir.
Boyik.silindrin sathinin sahasini tapin.

a) Vi= 36 sm? b) Vi=18 m?
V2=288sm? V2 =488 m3
S1=20sm? Si=36m?
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Umumilasdirici tapsiriqlar

|L Asagidaki fiqurlarin hiindurliklari eynidir: 8 sm. Hansi fiqurun hacmi daha

boylkdir?
-4 10 sm 10 sm
10 sm 10 sm 10 sm 10 sm

diizgiin prizma dlizgiin piramida
|_. Fiqurlarin hacmini tapin.

0,5sm 4sm ==

4sm

4sm

10 sm

& Gostarilan sahani 10 sm qgalin- |4_ Asfaltbarkidicimasinlarin silindrsakilli

ginda betonla ortmak Ggln barabaninin daha agir olmasi Ugln
nec¢a kub metr betondazimdir? onu su ilo doldururlar. Hindurllyd
1,85 m, radiusu 0,45 m olan

43m 41m barabanin su tutumu nega tondur?

G3,8m Jr—
3,5m 12,8 m o ‘

|i Damir borunun daxili va'xarici diametri uygun olaraq 15 sm va 17 sm, uzunlugu
ise 10 m-dir. Damirin sixhiginin 7,8 t/m3 oldugunu gabul edarak borunun
kitlasini tapin.

8,2m

|i Hacmi 169,56 kub vahid olan silindrin ox kasiyi kvadratdir. Silindrin ra-
diusunu tapin.

|l a) Radiusu 6 sm, hiindiirliyl 8 sm olan konusun daxilinda
yerlasdirilmis an boyuk radiuslu kiiranin hacmini tapin.
b) Radiusu r, hiindirlyt h olan konusvari gabin daxilinds yer-
lasdirilmis an boylk hacmli kiiranin radiusunu tapin.
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Umumilasdirici tapsiriglar

8.

Sokilda dlgiilari verilan kasik konus formali gaba su doldu- .36sm,

rulmusdur. Lakin gabda desik var va buradan saniyada 1,2 ° -
ml olmagla su tokulir. 3 saatdan sonra qabda na gadar su -
galacaqg? \i/ 55[sm

idman alati gantel, silindrik hissa- |£) Olgilari sakildaki kimi olan silindrik

larin birlagsmasi ila metaldan akvariuma 55 litr su tokilmusdur.
dizaldilmisdir. Bashq silindrlarin a) Qabda suyun saviyyasi hansi
radiusu 3 sm, hiundirliyl 4 sm, hindirlikds olacaqg?
birlasdirici silindrin radiusu 1,5 sm, b) Akvariuma diametri 12 mm olan
hindurliyld 12 sm-dir. Qantelin rongli kiraler atmaq istasalar,
hacmini tapin. sudaki kiiralarin sayl na gadar olsa,
su gabdan dasmaz?

radius . . -

radius 1,5 sm radius [
3sm 3 ’ J

3sm
50 sm
12 sm l
4sm 4sm

diiz prizaha

. Paltaryuyan /masinin olgtlari 850mmx595mmx525mm kimidir. Masin

paltarlarii¢arisinda paslanmayan metaldan olan baraban vasitasile yuyur.
a) Barabanin su tutumunu hesablayin.
b) Barabanin hacmini ¢ixmagla masinin hacmini miayyan edin.

‘ 850 mm
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Toromanin tatbiqi ilo funksiyanin
arasdirilmasi

i ¥

e Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapiimasi
e Funksiyanin béhran noqgtalari va ekstremumlari
e Toramanin tatbigi ila funksiyanin tadqiqi va grafikinin qurulmasi

e Ekstremumun tapilmasina aid masals halli. Optimallasdirma |

Riyazi liigat

v" artma va azalma araliglari v lokal maksimum

v"  bohran néqtalari v lokal minimum

v’ stasionar noqtalar v funksiyanin ekstremumlari
v

ekstremum noqtalari

Bunlari bilmak maraqlidir!

Mahsulun marketingi zamani har hansi mahsul hagginda malumat onun
“mahsulun omri” grafiki ils taqdim edilir. Mévcudluq dévri bes fazani:
1-bazara gixis ; 2-ylksalis; 3-yetkinlik; 4-enis; 5-6zlinlyeniloama fazalarini
ohats edir vo asagidaki kimi qrafik formaya malik olur.

Mahsulun émri

_— - -

— . . B e e .
1-Bazara ¢ixis 2-ylksslis 3-yetkinlik  4-enis 5-6zlinliyeniloma
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Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapilmasi

Praktik masgala. Funksiyanin artmasi va azalmasi
Qrafkalkulyatorun kdmayils eyni koordinat mistavisinda f(x) = x> — 4x va
f'(x) = 3x? = 4 funksiyalarinin grafiklarini siz da qurun.

@ f(x) funksiyasi hansi intervalda artir?
e f(x) funksiyasi hansi intervalda azalir?

e f(x) funksiyasi artan intervalda toxunanin
absis oxu ila amala gatirdiyi bucagin néviini

miayyan edin.

@ f(x) funksiyasi azalan intervalda toxunanin
absis oxu ila amala gatirdiyi bucagin néviini

muayyan edin

O fix) =x*-4x
®f(x)=3¢-4

https://www.geogebra.org/grlaphin 4

il

]
]
|

]
|
|
|
|
|

| T
100 Jro L Lo b 45 Uh
—2] 5 3
O

Funksiyanin artma va azalma araliglari

artan funksiya

v A
fix)
P
fix) < ’
Sl
o Xi X2 'X

Tayin oblastinin miayyan araligindan goti-
rilmis x2>x1 gartini 6dayan ixtiyari x1, X2
Gcin f(x2) >f(x1) olarsa, funksiya bu araligda
artandir.

artandir.
fl) =fbe).. 5
VA X2 —X1
flxa) prmmeemmmop e

flxa)

/

O

{ Kasanin butaq
i amsali miisbatdir

X

X1 X2

azalan funksiya
y A
g(x1)

glx)

Y X1

X2

Tayin oblastinin miiayyan araligindan goti-
rilmis x>>x1 sartini 6dayan ixtiyari x1, x2
Ugtin g(x2)<g(x1) olarsa, funksiya bu araligda

azalandir.

araligda azalandr.

Funksiyanin artma va azalma araliglarini funksiyanin grafikini kasanin bucaq
amsali'ila alagali sakilds asagidaki kimi da ifada etmak olar.

Ogar verilmis araliqda ixtiyari kesanin bucaq | 9gaf verilmis araligda ixtiyari kasanin bu-
amsali miisbatdirss, f funksiyasi bu araligda | caq“emsali manfidirsa, f funksiyasi bu

foal=fix)_

y A X2— X1
)] I
foa) Kasanin bucaq
amsal manfidir
£1) ) S
0 X1 X2 X'
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Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapilmasi

Funksiyanin artma va azalma araliglari

Tutaq ki, miayyan araligda y = f (x) funksiyasinin tdramasi misbatdir, yani f
"(x) > 0. tga = f '(x) oldugundan, toxunanin bucaq amsali miisbat olur. Bu isa
o demakdir ki, toxunan absis oxunun misbat istigamati ils iti bucaq amals
gatirir va verilan araligda grafik “yuxari galxir”, yani funksiya artandir. 9gar
f'(x) <0 olarsa, onda toxunan absis oxu ils kor bucaqg amals gatirir, grafik
“asagi enir”, yani funksiya azalir.
Teorem. 9gar f funksiyasi verilmis araligda diferensiallandirsa va bu araligin
har bir ndqtasinda:

® f ' (x) > 0 olarsa, f funksiyasi bu araligda artandir.

@ /' (x) < Oolarsa, f funksiyasi buaraligda azalandir.

@/ ' (x) =0 olarsa, f funksiyasi bu araligda sabitdir.

Qeyd: f funksiyasi artma va ya azalma araliginin.uc nogtalarindan har
hansi birinds kasilmazdirss, hamin'néqts bu araliga daxil edilir.

2 . . ..
f(x) =% X=X+ 3 funksiyasinin grafikins gora artma va azalma
araliglarini arasdiraq. 4
| 4
£ = | (L0) X
m azalir (<1; 1) arfir: (1; o)
f'x)>0 f'x)<o0 f'x)>0

(—o0;—1) va (1;+0) araliglarinda toxunanin bucaq smsali musbatdir,
f funksiyasi (—o0;—1}va [1;+0)araliglarinin har birinds artandir.

(—1; 1) araliginda toxunanin bticag emsalpmanfidir ve funksiya [—-1; 1] araliginda azalir.

https://www.desmos.com/calculator
Qf(x)=4x+ 6x2-72x + 1

Niimuna 1. Toramanin komayila
fix) = 434 6x* — 72x + 1 funksiyasinin

. YA
artma va azalma aralglarini miayyan 00 /
edin. 150 /
Halli: 1. Cabri Gsul. f(x) = 4x3+ 6x2 - 72x +4 Jan N /
funksiyasinin téramasini tapag. By o L\A,a’{u RS
f'X)=(8x3+6x2=72x+1)'= / 70
=12x* + 12 x-72 e

f(x) funksiyasi f '(x) > 0 olduqgda, yani 12x? + 12 x — 72 > 0 barabarsizliyi dogru
olan araligda artandir.

Barabarsizliyi hall etmak U¢lin avvalca uygun tanliyi hall edak.
12x*+12x-72=0 xX*+x-6=0 X1=2,x2=-3,

Demali, x1 = 2, x2 = -3 olduqda f '(x) = 0 olur. x1 = 2 va x2 = =3 qiymatlari
funksiyanin tayin oblastini {i¢ intervala ayirir: x < -3,
—3<x<2vax>2.Buintervallarin har birindan sinaq ndqtasi se¢makla tdramanin
isarasini miayyan eda bilarik.
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Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapilmasi

x<-3 x=-3 -3<x<2 x=2 x>2
Sinaq [ y=_5 x=-3 x=0 x=2 x=3
noqtasi
F') f'(-4)=72 0 f'0)=-72 0 f'-4)=72
Miisbat Moanfi Miisbat
flx) artM azal/r\ arV

Cadvala va f(x) funksiyanin kasilmazliyina asasan verilan funksiyax < -3 ve x 2
2 araliglarinin har birinda artir, - 3 < x < 2 araliginda isa azalir. Funksiyanin

grafikindan da gortnr ki, masalanin halli

2. Torama funksiyanin grafikindan istifada

dogrudur.

etmakla da verilan funksiyanin

artma, azalma intervallarini miiayyan etmak olar.

f(x) =12x% + 12 x — 72 funksiyasinin grafiki

gostarildiyi kimidir. oh 80 I
f'(x) funksiyasinin grafiki x <—-3 va x > 2 olduqda x \( 6o /I
oxundan yuxarida yerlasir, demali, f'(x) >0 olur. \ 0
—3 < x< 2 oldugda isa funksiyanin grafiki x oxundan \ 0 //
asagida yerlasir, demali, f'(x) <0 olur.
f(x) = 433+ 6x2 —72x + 1 funksiyasi x ==3 va x = 2 T\ Lg 1
noqtalarinda kasilmaz oldugundan, (—o0; =3] va [2; +0) NV

nda isa azalir. 40

araliglarinin har birinda artir, [-3;2] aralig

Niimuna 2. Verilan sartlara uygun kasilmaz
< 0oldugda f'(x) > 0, x> 0 oldugda f"(x)

sakilda

funksiya grafikini sxematik qurun. a) x
<0,f(0)=5

b) x <=2 va yax> 3 olduqda f(x) >0, =2< x<3 olduqda f'(x)<0, f(0)= 0

Halli: a) x< 0 oldugda téramanin isarasi
musbatdir: f(x) > 0, .demali,
funksiya artandir. x > 0 olduqgda
toramanin isarasi manfidir:

f'(x) <0, demsali, funksiya azalan-
dir. x = 0'oldugda funksiyanin giy-
mati 5-a barabardir.

A

<

= fix)

i\
i
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b) x <=2 va x > 3 olduqgda téramanin
isarasi musbatdir: f ' (x) > 0, demali
funksiya artandir.

—2<£ x< 3 olduqgda téramanin isarasi
manfidir: f ’'(x) < 0 demsali, funksiya
azalandir. x = 0 olduqda funksiyanin
giymati 0-a barabardir.

A
4 y=g{x)

N




Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapilmasi

Oyranma tapsiniglar

1.

a) Funksiya 0 < x < 12 intervalinda azalr. Hansi boylkdr: f (3), yoxsa f(10)?
Fikrinizi asaslandirin.

b) Funksiyanin téramasindan istifade etmakls onun artma ve azalma
intervallarini nece miisyyan etmak olar?

c) “Xatti funksiya ya artandir, ya da azalandir” taklifi hamisa dogrudurmu?

Fikrinizi nUmunalar yazmagla asaslandirin.

Arqumentin sakilda gostarilmis hansi giymat- 4

larinda grafiki verilmis funksiyanin tdramasi: ! w.
a) sifira barzfll?artliir; b) sifirdan boyukdiir; - 7o C def >
c) sifirdan kigikdir? ‘

Funksiyanin téramasini tapib sinaq noqgtalari secmakle artma vo azalma
araliglarini miiayyan edin.

a)flx) =4x+3 b) f(x) = (2x — 3)?
c) fix) = 2x —x? d) fix) =6x2— x>+ 2
e)fix)=x*—3x>-9%% + 6 f) fix) = (x> — 4)?

|i f ' (x)-in grafikina gora f(x) funksiyasinin artma va azalma araliglarini

miayyan edin.

a) B v=lf"(x) b) \\ = £ (x) Bz /
Do 2 4 -1 210 X
) N\ L1/
8 \\ 4
/

Verilmis f(x) funksiyasinin.térama funksiyasinin grafikini qurun va bu grafika
gora verilan funksiyanin artma va azalma araliglarini miiayyan edin.

a)fix) ==2x+1  b)fix)=(x =3)>+5 €)flx)=(x—4)
d) fix) = x*-4x e)fixX)=x3—12x+1 f)fix)=x>*—1,5x*+6
a) fix) = x> + x funksiyasinin butiin haqgigi oxda artan oldugunu f'(x)

funksiyasinin grafikini qurmagla asaslandirin.
b) isbat edinki, f(x) = —x — x®funksiyasi biitiin adad oxunda azalandir.

Cadvalda‘verilmis artma va azalma araliglarina gora haqiqgi oxda diferensial-
lananfunksiyanin grafikini sxematik tasvir edin.
x<=5 |x=-5|-5<x<5]| x=5 x>5

f'(x) | manfi 0 miishat 0 manfi
| >~y | 2| 7 | s | >
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Funksiyanin artma va azalma araliglarinin tapilmasi

|§ a) Verilmis grafikina gora funksiyanin artma va azalma araliglarini yazin.
3
1) flx)=x*—6x+8 2) flx)=—(x+1)? 3) fix) :%_3)(

¥

RN Wb

b) Artma va azalma araliglarini funksiyanin téramasina géra miayyan edin:

|& a) Arqumentin hansi giymatlarinda funksiyanin téramasinin sifira barabar
oldugunu tapin.
b) Funksiyanin artma va azalma araliglarini tapin.

1) flx) =x*+6x-3 2) g(x) =2 =3x-2x2
3)flx) = x* + —;xz—2x+5 4).g(x) =X} =x2=x +2
5) flx) = x* = 4x3 +7 6) g(x) = 8x* - x*

7) flx) = xe* 8) g(x) = xInx

yA
@. Sakilda h'(x) funksiyasinin grafiki verilmisdir. Qrafika . y=h'(§)
gora h(x) funksiyasinin verilmis giymatler cttiindan
hansinin boyik oldugunu.muiayyan edin.

a) h(3), h(4) b) hi(=1), h(0) 2 i
c) h(6), h(8) d) h(2), h(4) 210l N1 4/6 18 1x
2

m. a) a-nin ela bir giymati varmi ki, f(x) = ax? + 2x + 5 funksiyasi butiin adad ox-
unda azalan olsun?
b) b-nin ela giymatlarini tapin ki, f(x) = x> +/bx* + 12x + 3 funksiyasi bitlin
adad oxunda artan olsun.
Gostaris: torama funksiyanin tam kvadrata ayrilis saklini yazin.

|1_2. Aciq tipli tapsirig. Verilan sartlara gora sxematik grafik ¢akin.

a) fix) funksiyasi (oo ; 2] araliginda artir, [2; +o0) araliginda azalir.

b) g(x) funksiyasi (—oo ; —3] araliginda azalir, [-3; +o0) araliginda artir.

c) h(x) funksiyasi (— oo; 3] va [8; +0 ) araliglarinda azalir, [3; 8] araliginda
artir.

d) kasilmaz ¢(x) funksiyasinin toramasi (— «0; —2) araliginda misbat,
(=2; +0) araliginda manfidir.

e) m(x) funksiyasinin téramasi (— oo; 1) araliginda manfi, (1; +w)
araliginda misbatdir.
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Funksiyanin béhran néqtalari va ekstremumlari

Tayin oblastinin bazi daxili noqtalarinda funksiyanin téramasi sifira barabar
ola bilar, yaxud téramasi olmaya bilar. Tayin oblastinin bela ndéqtalarina

funksiyanin béhran noqtalari deyilir.

Sakilda grafiki verilmis funksiyanin béhran nogtalarini gostarak.

1. x-in ¢, &2, Cs, €7, cs giymatlarinda grafika
toxunanin bucaq amsali 0-a barabardir. A
Yani bu nogtalarda f ‘(x) = 0 olur. Bu
noqgtalar verilan funksiyanin boéhran
nogtalaridir.

2. c3, cs, cs nOqgtalarinda isa funksiyanin
toramasi yoxdur. Bu nogtalar da funksiya-

[

J

nin béhran néqtalaridir. ol «a

C2 [C3Cq

Cs

Cé C7

(&3

—
=
X

3. Nazardan kegirdiyimiz funksiyada eanun ci, ¢z, €s, Cs, cs, czbohran noqtalari tayin
oblastini funksiyanin artma va azalmasinin névbalasdiyi intervallara bolir. cs, cs
noqtalariisa azalma va artmanin (va ya tarsina) dayismadiyi bohran noqgtalaridir.

Qrafikla verilmis funksiyanin daxili ekstre-
mumlarinin onun téramasinin sifira barabar
oldugu (c1va c2) va téramasinin olmadigl (c3)
noqgtalarda oldugu gorinir. Funksiyanin tora-
masinin sifira barabar.oldugu noqgtalars sta-
sionar noqtalar da deyilir.

A
fib) -
maksimm
fle)[
fles)i=
fla) - )ﬁinimum
fle)r
L1 L1 L >
0 a ¢ 2 C3 b x

Fermat teoremi. (Ekstremumun varligi liclin zaruri sart). Daxili ekstremum
noqtasinda funksiyanin toramasi ya sifira barabardir, ya da yoxdur.

Qeyd: Téramanin sifira barabar oldugu noqgta ekstre-

mum nogtasi olmaya bilar.

Masalan, y = x3 funksiyasinin téremasi x = 0<olduqda
sifira barabardir, lakin bu/néqgts onun ekstremum

noqtasi deyil.

Funksiyanin kasilmaz oldugu parcada bir neca
bohran noqtasi; maksimumu ve minimumu ola
bilar. Verilan noqtanin ekstremum noqtasi
olmasi funksiyanin bu négtadaki va bu négtanin
yaxin atrafindaki giymatlarindan asilidir, yani lo-
kal(mahalli) mahiyyat daslyir. Ona géra da bazan
lokal maksimum, lokal minimum terminlari
isladilir.
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Funksiyanin béhran noqtalari va ekstremumlari

Ekstremumun varhigi {iglin kafi sartlar.

Tutaq ki, y = f(x) funksiyasi (a;b) araliginda kasilmazdir va xo € (a;b).

9gar xo ndqtasi bdohran nogtasidirsa va onun har hansi atrafinda funksiya
differensiallanandirsa, onda hamin atrafda:

1) xo-dan solda f'(x) musbat, sagda iss manfidirsa, xo ndgtasi maksimum nog-
tosidir.

2) xo-dan solda f '(x) manfi, sagda ise miisbatdirsa, xo ndqtasi minimum nog-
tosidir.

3) xo ndgtasindan kegdikds térama isarasini dayismirss, xo ekstremum noqgtasi
deyil.

Pargada sonlu sayda bohran néqtalari olan funksiyanin an boylk giymatini
(mtlag maksimum) va an kigik giymatini (mutlag minimum) tapmag, t¢ln
funksiyanin verilmis pargada yerlasan bitin béhran ndqtalarinda va parganin
uc noqgtalarinds giymatlarini hesablamagq, sonra isa alinan adadlardan an
boylyini va an kigiyini segmak lazimdir.

[a;b] pargasinda f(x) funksiyasinin an boyiik ve an kigik giymatlari, uygun
olarag, maxf (x) va minf (x) kimi yazilir.

Asagida funksiyanin birinci tartib toramasinin isarasina géra maksimum va min
imum noéqtalarin miayyan edilmasina aid niimunalar verilmisdir.

[a;b]  araliginda fo) (a; ¢) intervalinda| (c; b) intervalinda| Artmasi va ya
funksiyanin grafiki f!(x)-inisarasi. | f'(x)-inisarasi | azalmas
. - + [a; c]-da azalir,
2 4 minimum [c; b]-da artir
R I S
a c¢ p
N - _ : N _ [a; c]-da artir,
/\ s [c; b]-da azalir
N SN S
a ¢ ' p
_\'\ na minimum, B B [a; c]-da azalir,
™~ na da maksi- [c; b]-da azalir
R mum
+ o .
I na rglnlmtlj(n?, [a; c]-da artir,
: na da maksi- + + [c; b]-da artir
T b mum

Niimuna 1.£(x) = x3 — 3x + 1 funksiyasinin maksimum va minimumlarini miayyan
edin vaqgrafikini sxematik tasvir edin.

Halli: Tapsing: hall etmak lglin avvalca funksiyanin béhran noqtalarini
tapmaliyig. Bu noqtalar verilmis funksiyanin téramasinin sifira barabar oldugu
(stasionar) noqtalardir.
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Funksiyanin bohran noqtalari ve ekstremumlari

1. Funksiyanin téramasi: f'(x) = (x* —3x+ 1)’ =3x>-3
2. Funksiyanin béhran nogtaleri: 3x>—3 =0, x = 1
3. x=-1va x = 1 nogtalari funksiyanin tayin oblastini li¢ araliga bolir.

Bu araliglardan sinaqg noqtalari segmakls f '(x)-in isarasini yoxlayaq:

(=o0; =1) araligindan x=-2; f'(-2)=3(-2)2=3=9>0
(-1; 1) araligindan x=0; f'(0)=3(0)2-=3=-3<0

(1; +o0) araligindan x=2; f'(2)=3(2)?-3=9>0
(=0; -1) , LD , (1; +0)

interval

I X
-1 1
Sinaq néqtalari x==2 x=0 xX=2
f'(x)-in isarasi f'(x)>0 f'ix)<0 f'(x)>0
Artma-azalma (—o0;—1] araliginda artir, [=1; 1] araliginda azalir, [1; ) araliginda artir
L A L A
x =—1-do maksimum X = 1-da minimum
x=-1olduqda f(-1) = (-1)*—=3(-1) + 1 =3 (—1;3) maksimum
x=1oldugdaf({1)=(1)*-3(1)+1=-1 (1;=1) minimum
4. 3lda etdiyimiz malumatlaradaha bir ne¢a néqtanin 1'71?@ Y |
koordinatlarini slave etmakla f(x) = x> = 3x + 1 A |
funksiyasinin grafikini tasvir edak. / ]\ /
| 1 /
T o[\ /2
X -1 | -0,5 0 1 1,5 2 ) X
0 3 | 12 | 1 | =1 |o125 3 P

Niimuna 2: f(x) = x> + 3x> — 9x + 1 funksiyasinin [-1;2] parcasinda an boyiik va
an kigik giymatlarini tapin.

Halli: 9vvalca bohran négtalarini tapaq. f ' (x) = 3x2 + 6x — 9 oldugu Ugln 3x% +
6x —9 = 0 tanliyindan x1= 1va x2= -3 bdhran ndqtalari tapilir. x= -3 béhran
noqtasi verilmis [-1;2] parcasina daxil deyil. Verilmis funksiyanin

x =1 bohran négtasinda va parganin uclarinda giymatlarini hesablayaq:
fl1)=13+312-91+1=-4,

fl=1) = (<1 + 3:(-1)>-9:(-1) + 1 =12,

fl2)=23+3-22-9-2+1=3.

Bu giymatlardan an kigiyi — 4, an boylyl 12-dir. Belalikla:

Mg =12 g =4
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Funksiyanin béhran noqtalari va ekstremumlari

Niimuna 3. f(x) = 2x® — x* funksiyasinin ekstremumlarini tapin.

Halli: 1. Funksiyanin téramasi: f'(x) = (2x3 —x*)' = 6x2 — 4x3

2. Funksiyanin béhran nogtalari: 6x> — 4x3 =0,

2x*(3-2x)=0, x1=0va x2=1,5

3. Bohran noqgtalarinin funksiyanin tayin oblastini boldlyl araliglar:
(—o0; 0), (0; 1,5) va (1,5; =)

intervallardan sinag néqgtasi secilmakla f(x)-in bu araliglardaki isarasi:

(—o0; 0) arahgindan x=-1: f'(-1)=6(-1)?-4(-1)>*=10>0
(0; 1,5) araligindan x=1: f'(1)=6-12-4-13=2>0
(1,5; ) araligindan x=2: f'(2)=6:22-4.23=-8<0

) (—o0; 0) . =L . (1540) o
Interval ~ =
0 1,5
Sinaq nogtalari x=-1 x=1 x=2
f'(x)-in isarasi f'(x)>0 fix)>0 f'x)<0
Artma-azalma (—o0;0] -da artir, [0; 1,5]-da artir, [ks; o0;)-da azalir
. A
dayismir x = 1,5-do maksimum

olds etdiyimiz malumatlara daha bir nega ndqgtanin koordinatlarini alave etmakla
fx) = 2x3 — x* funksiyasinin grafikini qura bilarik. Qrafiki'¢akarkan nazara almaq
lazimdir ki, absisi x =.0 v x.= 1,5 olan nogtalarda toxunan Uflqi vaziyyatda
olmalidir. Qrafiki dogru qurdugumuzu grafkalkulyatorun kdmayils yoxlaya bilarik.

maksimum hittps://www.desmos.com/calculator
X fl qribi A (3 27)
L 2T, 21(1,5;1,688)

=il -3 2 216, m=0
-0,5 0,31
0 0
05 0,19 NE 0/(0:0)
1 1 —1-extremum s
1,25 1,46 Lol deyil flx)=2x-x" =
1,5 1,69
2 0 —4

artir artir I azalir / \

f'x)>0 f'X>0 f(x)<0 LI

e ffunksiyasi (—o0; 0] araliginda artir.

e x = 0 ndégtasi f funksiyasinin bohran nogtasidir, lakin ekstremum noqtasi deyil.
e ffunksiyasi [0; 1,5] araliginda artir.

e ffunksiyasi [1,5; «) araliginda azalir.

® Xmax = 1,5;fmax:f(1,5) = 1,688
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Funksiyanin bohran noqtalari va ekstremumlan

Niimuna 3. f(x) = %/(x— 2)? funksiyasinin ekstremumlarini miiayyan edin.

Halli: 1. Funksiyanin téramasi  f'(x) = (\3/(x— 2)%)' = ((x—2)§)’:3%/;2 S X722
X_

2. Bohran nogtalari: Béhran nogtalarini tapmagq tgin f ‘(x) = 0 tanliyini hall
etmaliyik vo ya toramanin olmadigl néqtalari tapmaliyiq. x = 2 néqtasinds
funksiyanin sonlu téramasi yoxdur. Lakin x = 2 ndqtasi tayin oblastina daxildir.
Demali, x = 2 funksiyanin béhran néqtasidir.
3. Bohran noqgtasinin funksiyanin tayin oblastini boldiyi arahglar:

(—=o0; 2) va (2; )

intervallardan sinaq néqgtasi secilmakla f'(x)-in bu araliglardaki isarasi:
2

(—o0; 2) araligindan x=0: f'(x) = 5———<0
3302
(2; +0) arahgindan x=3: f'(x) = 3—2_ >0
3V(3=2)
. (—o0; 2) (2; +o0)
Interval + >
2 1,5
Sinaq noqtalari x=0 x=3
f'(x)-in isarasi f'ix)<0 f'x)>0
Artma-azalma (—00;2] -da azalir [2; +o0)-da artir
|
X =2 minimum ndqtasidir
e f funksiyasi (—e0; 2] -araliginda azalir.
e f funksiyasi [2; +o0) araliginda artir.
* Xmih=2 Vo frin=£(2)=0 I =)
\\
Niimuna 4. f'(x) tdrama funksiyanin verilan grafikina géra f | 12[0O[ [ 2\ [%
(x) funksiyasinin grafikini sxematik tasvir edin. 2 \
\
Halli: f'(x) toéramasi x = 2 olduqda sifira barabardir, v
x > 2 oldugda manfidir, demali, funksiya [2; +o) araliginda .
azalir. x < 2 oldugda isa téroma misbatdir, bu iss f 3 LS ME
funksiyasinin (—oo; 2] araliginda artmasi demakdir. Artma T Ty=rm
azalmaya kecdiyindan (2; f(2)) ndgtasi bu funksiyanin mak- ls
simumuna uygundur. Uygun sxematik qrafik sakildaki kimi |/ \
olar. 2
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Funksiyanin béhran néqtalari va ekstremumlari

Oyranma tapsiniglar

1.

Verilan qrafike gora |2_ Verilan grafika gora funksiyanin
funksiyanin ~ bohran artma va azalma intervallarini, bu
nogtalarini miayyan intervallarda téramanin isarasini,
edin. maksimum va minimum noéqtalarini
yazin.
A WA

cd
a) “o©gar f'(c) = 0 olarsa, x = c ndqgtasi ekstremum noqtasidir” fikri hamisa
dogrudurmu?

N I S S A A
Of x1x2 X3X4X5 X6 XX8X0X10 X

[« ] T .

T
1
1
1
1
1
1
a

1
1
1
1
iy

>
e x

(6]

b) f funksiyasi [-3;8] pargasinda kasilmaz olub azalandir. Bu pargada funksiya
an boyuk va an kigik giymatlarini arqumentin hansi giymatlarinda alir?

Tasavviir edin ki, siz enisli-yoxuslu yolla zirvaya dogru iralilayirsiniz va h(t)
funksiyasi sizin miayyan saviyyadan hindirliylntzin zamandan asililigini
gostarir. Zamanin miiayyan anlarinda na tglin h'(t) = 0 olur? Sizin harakatla
lokal maksimum, lokalminimum anlayislarini neca alagalandira bilarsiniz?

f (x) funksiyasinin téramasi verilmisdir: f ‘(x) = x* — 2x2

a) x-in hansi giymatlarinda f'(x) = 0 olur?

b) f (x) funksiyasinin artma va azalma araliglarini tapin.

c) f '(x)-e gora funksiyanin yalniz bir ekstremum noqtasi oldugunu neca
miayyan edirsiniz?

Funksiyalarin béhran noqtalarini, artma-azalma araliglarini miayyan
etmakla grafiklarini sxematik tasvir edin.

a)f(x)=—x2+6x+2 b) f (x) = x* — 3x
c)g(x)=2x*—=3x2=12x+5 dy=x*-4x3+5

Verilan funksiyalarin bohran nogtalarini, maksimum va minimum
giymatlarinimiisayyan edin.

1) f (x) =x2=4x 2) f(x)=x*+4x+10
3)f(X)==2x>+4x + 3 4) f (x) =—(x*+8x +12)
5) f (x) = 2x3+ 3x% — 12x 6) f(x)=x*—6x2+15
7 f0)=(x-1)x+3) 8) f(x) = (x+2)*(x—1)
9)f(x)= X 10) f(x) =x*—32x + 4

3
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Funksiyanin béhran noqgtalari va ekstremumlari

|§ Téramasinin grafikina gora funksiyanin artma, azalma araliglarini va eks-
tremum noqtalarinin absislarini miayyan edin. Funksiyanin grafikini sxe-
matik tasvir edin.

a) b) c) d)
WA WA A A
I
4 4 4 \alae
N }”// % yan N f! o)
N\ f'
72 T u T .A/ —r o
- - - - " 4
§rasis X 4 2_2 2 \4\x / o b3 42N X
4 4 / 4 4l m
7N \ dl jIL 11

|& f funksiyasi diferensiallanan funksiyadir. Cadvalds x-in miayyan
giymatlarinda f'(x)-in giymatlariverilmisdir.

x| -1 [-075]-050|-025 | 0 | 025|050 075 | 1]
00| —10]-32 [-05 | 08 ['56] 36 [ =02|-67-201

Qiymatlar cadvalina gora: a) funksiyanin grafikini.sxematik tasvir. edin;
b) ekstremum noéqtalarinin absislarini  taxmin edin.

m). Verilmis funksiyanin béhran néqtalarini tapin. Bu néqtalardan hansilarinin
maksimum, hansilarinin minimum néqtalari oldugunu arasdirin, funksiyanin
ekstremumlarini hesablayin.

nfm=%ﬁ—%+2 2) f(X) = X +3x2+1
3)f(x)= x*—4x+ 10 4) f(x)= x*-3x+3x+1
5) f(x) = (x=2) 6) f(x) = x°—5x

7) fx) 5= 1)° 8) f(x)= (x=2)

9) f(x) =x*-e™ 10) f(x):%+lnx

m. £ (x) funksiyasinin-ekstremumlarini tapin, grafikini sxematik tasvir edin.

Qrafik tasvira gora f (x) = 0 tanliyinin neg¢a haqiqi kokl oldugunu miayyan
edin.

a)fix)= ¥-3x*+1 b)f(x):%x“—%ﬁ—xz—l

|1_2. Funksiyanin béhran néqgtalarini tapin.
a) flx) = x—sin 2x b) f(x) = cos x—x
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Funksiyanin bohran noqtalari va ekstremumlan

|1_3. f(x) funksiyasinin verilmis parcada: a) lokal ekstremumlarini;

|14.

|15,

|16.

17,

118,

119.

b) an boyuk va an kigik giymatlarini tapin.

1) filx)=3-2x, [-1;2] 2) flx) =x*—4x + 3, [-1,;3]
3) fix) = 23 = 3%, [-1;1] 4) fix) = Vx —x, [0;4]

5) fix) =x*—6x, [-1;2] 6)flx)=Vx—2x,  [0;1]
7) flx) =2x=2>, [-1;1] 8) flx) = x—Inx, [Le]

a) Toramanin komayils isbat edin ki, y = ax?> + bx + ¢, a # 0, funksiyasinin ek-
stremumu absisi x, = ~5 olan noqgtadadir. Bu ekstremumu tapin.
a

b) y = x3 + px + g funksiyasinin ne¢a ekstremum ndoqtasiola bilar?

Tatbiq tapsiriqlar

Haftalik istehsal edilan x sayda mahsulun maya dayarini

C(x) =0,3x3—5x2 + 28x + 200 funksiyasi ilo ifade etmak olar.

Marjinal maya dayarini ifade edan MC(x) = C'(x) funksiyasini yazin. Bu funk-
siyalarin grafiklarini eyni koordinat sisteminda grafkalkulyatorla qurun.

o 100 . . - .
Olgtlari x va —— olan diizbucaglinin perimetrinin onun x tarafindan asi-

lthigint P(x) = 2x + @ funksiyasi iloa modellasdirmak olar.

a) P(x) funksiyasinin ekstremumlarini tapin.
b) avvalki bandda tapdiginiz cavabin situasiyaya uygun izahini yazin.

a) Ozii ilatarsinin cami an kicik olan miisbat adadi tapin.

b) Oziiile kubunun fargi.an béyiik olan miisbat adadi tapin.

c) Ozii ils kvadraticami an kicik olan adadi tapin.

d) 18 adadini els ti¢ miisbat adadin .comi saklinds gbstarin ki, ikinci adad
birincidan iki‘dafs boyik olmagla bu t¢ adadin hasili an boyik olsun.

Daxili mUqavimati r, elektrik harakat qlivvasi E olan gapali elektrik

i . . EZ2R . .
dovrasinda ayrilan giic P _—(R )2 dusturu ila tapilir. Burada R

R xarici migavimatdir. R-in hansi giymatinda dovranin xarici | f:| |
hissasinda ayrilan gliic maksimum olar? I

E;r

Misahidalarla xastanin T temperaturunun (Farengeytla) t glinda

T(t) =—0,1t>+ 1,2t + 98,6; 0 < t < 12, funksiyasi ile dayisdiyi miayyan edilmisdir.
Bu funksiyaya gora temperaturun an boylk va an kigik giymatlarini tapin va
situasiyaya uygun izah edin.
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Toramanin tatbigqi ila funksiyanin grafikinin qurulmasi

Coxhadli funksiya butiin haqigi oxda tayin olunub va kasilmazdir.

Coxhadli funksiyanin grafikini qurmaq ligiin asagidaki addimlari yerina ye-

tirin.
® Koordinat oxlari ila kasisma noqgtalarini miayyan edin.
e Bohran nogtalarini miayyan edin.
e Artma va azalma intervallarini miiayyan edin.
e Maksimum va minimumlarini miayyan edin.
e Qrafikini qurun.

Niimuna 1. f(x) = x* — 2x? funksiyasinin grafikini qurun.

YA
® Koordinat oxlari il kasisma noqtalari: o ol
X —2x2=0,x=0,x=1\2, (=2:0), @062:0) £ 2 i (5 o)
e Bohran néqgtalari (téramanin sifirabarabar oldugu —_;—'—_'1—0—'1—’—5—7
nogtalar): f'(x) = (x4 —2x?)" = 4x*> = 4x 1k
4x3—4x =0, 4x(x*—1)=0, x=0,x=%1 Sl
fl0)=0, f{-1) =-1,va f(1) = -1,
demali, (0; 0), (—1; —1) va (1; —1) noqgtalari funksiyanin YA
grafiki Gizarindadir. A 2 -
2001 (2;0)
® Artma, azalma intervallari va ekstremumlari:
x=-1,x=0, x =1 bohran noqtalari funksiyanin tayin =2 -1 [0 1 2 X
oblastini dérd intervalatbéliin. f'(x) = & = 4x térama =D "7I[ (D)
funksiyasinin isaralarini yoxlayag. —2r
(o =D (-1;0) (0;1) p (It o)
o 0 T g A
Smaq | 2 » 01 2 2r
PO B 20 1 (2:0)
S i : - i .1 O —l >
() 1 5 | -2 —17>1 2%
‘ \ i \ / (,14,1)\’41 - N
Ekstre- azalmadani artma-  artmadan azal- azalmadan artma- ’ (1;-1)
mumlarl ya kegir maya kegir maya kegir -2
Xmin= -1 Xmax=0 Xmin =1 , 5
S fED ol (00 funrf =1 ) =20
(-1;-1) lokal (0;0) lokal (1;,-1) lokal v
minimum maksimum minimum
, , —zmol I
e Qeyd edilan malumatlar asasinda funksiyanin >
grafikiniqurag. -2 i
1)
_2 -
® g(x) =x*—8x? funksiyasinin grafikini siz qurun. azalr artr azalir  artir
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Téramanin tatbiqi ila funksiyanin qrafikinin qurulmasi

Rasional funksiyalarin grafikini qurmagq ugiin asagidaki addimlari yerina ye-
tirin.

@ Tayin oblastini muayyan edin.

e Asimptotlarini (agar varsa) miayyan edin.

e Koordinat oxlari ila kasisma noqgtalarini miayyan edin.

@ Bbhran noqgtalarini miayyan edin.

e Artma va azalma intervallarini va ekstremumlari miayyan edin.

e Qrafikini qurun.

Niimuna 5. f(x) = funksiyasinin grafikini qurun.

X2
x-3
® Funksiyanin tayin oblasti: D( f) = (—o0; 3)  (34x0)
® Asimptotlari: Iin;ﬁx =—o00, Iimg'x =+ oo< oldugundan’ x = 3 diiz xatti funksiya-
nin saquli asimptxo_iudur. 7
Suratdaki coxhadlinin daracasi maxracdaki coxhadlinin daracasindan boytik
oldugundan rasional funksiyanin Ufligi asimptotu yoxdur. Lakin,

XZ
f(x)=X_3 =x+3+

kimi yazsaq; x — oo sartinda —0

x-3 x-3

oldugundan f(x) funksiyasinin grafiki y = x + 3 dliz xattins sonsuz yaxinla-
sacaqdir. Bu halda deyirlar ki, y = x+ 3 diiz xatti f(x) funksiyasinin maili asimp-
totudur. Umumiyyatls, P(x) coxhadlisinin daracasi Q(x) coxhadli-

P(x)

sinin daracasindan 1 vahid boyik oldugda f(x) :m rasional funksiyasinin
maili asimptotu var. X

X2
X <3

X ) Ux=3)- x> _ X-6x x-6x
X-3 (x<3P  (x-37 ‘(x-3p -0

® Koordinat oxlari ila kasisma noqgtalari =0,x=0,(0;0)

®Bohrannogtalari: f'(x) = (

x>-6x=0, x(x<6)=0, x=0,x=6, f(0)=0, f(6)=12 (0;0)va (6;12)

®Artma-azalma intervallari: x = 3 négtasinda finksiya tayin olunmayib,
x = 0 va x = 6 funksiyanin/béhran noqtalaridir. Tayin oblastinin bu néqtalarla
bolinduyd intervallarinshar birinds téramanin isarasini miayyan edak.

(=0 0) 0;3) . (3:6) (654 0)
Sinaq noqtesi 0 13 6
-1 P ' 4 7
o X 6x )
)= x-32| f'(-1)=7/16>0 f'(2)=-8<0 f'(4)=-8<0 f'(7)=7/16>0

1 1 N N /
artmadan azalmaya kegir, isara dayismir ~ @zalmadan artmaya kegir,
Ekstremumlari Xmax=0 Xmin=6
Jmax=f (0)= 0 frnin=f (6)= 12
(0,0) lokal maksimumdur (6; 12) lokal minimumdur.
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Toramanin tatbiqi ila funksiyanin grafikinin qurulmasi

®Qrafiki quraq. Qrafiks aid olan (-6;-4), (0;0), (6;12),
(9;13,5) noqtalarini koordinat mistavisinda qeyd
edak. x = 3 saquli va y = x + 3 maili asimptotlarini
¢okak. olda edilmis naticaleri nazara alaraq
funksiyanin grafikini tasvir edak.

Diqgat edin! Funksiyanin grafiki x = 0 néqtasinin
2
yaxin atrafinda 6zlini y = -X parabolasi kimi

3
aparir.

Oyranma tapsiriglar
|L Verilanlara gora ¢oxhadli funksiyanin grafikini tasvir edin.
a)f'(-1)=0,  fl-1)=-5,f'(7)=0, f(7)=10ve f(3)=2

b)f'(=3)=0, f(-1)=8, f'(9Y=0, f(9)=-6; f(2)=1

|& Funksiya haqqinda cadvalda verilan malumatlara géra onun grafikini qurun.

x<-1 |x=-1 |-1<x<2|x=2 |2<x<4 | X= x>4
Slnaq x=-4 x=-1 x=0 x=2 x=3 x=4 x=5
f'x) | menfi |0 miisbat | O manfi 0 musbat
fix) azalir Artir azalir artir

min. maks. min.
|3.  Funksiyanin grafikiniqurun.

a) h(x) = 2x* + 4x +.5 c) fix)=—-x3+3x-2
b) f(x) = 2x3 — 3x? d) g(x) = —x* + 2x?

|i Toramasinin grafikina gora har hansi funksiyanin grafikini sxematik ¢akin.

a) b)
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Téramanin tatbiqi ila funksiyanin grafikinin qurulmasi

[5. f(x) = 2x*—3x2—72x + 7 funksiyasi verilmisdir.

a) Bu funksiyanin an ¢oxu neg¢a ekstremumu ola bilar?

b) Funksiyanin béhran néqtalarini tapin, ekstremumlarini maksimum va min-
imum noqtalari olaraq tasnif edin. Funksiyanin artma, azalma araliglarini
miiayyan edin.

c) Funksiyanin grafikini ¢akin. a) va b) bandlarindaki naticalari garsilasdirin.
Fikirlarinizi yazin.

Toramanin tatbiqi ila funksiyani arasdirin va grafikini qurun.

a) flx) =x3—3x2 c) g(x)=x*—8x2+16
b) fix)=x*-3x+6 d) t(x) =4x° — 5x*

Funksiyanin grafikini qurun.

a) flx) = 2x*—x* d) fix) = 3x* + 4x3
b) flx) = x* + 1,5x2 e) fix) = x* - 2x3
c) f(x)=%x“—x3 ) fix)=x*—2x* =3

1
fix) = 2 funksiyasinin grafikinin g(x) = — funksiyasinin grafikindan
(x+1)? X

neca farglandiyini.uygun gevrilmalari yazmagla gostarin va grafikini qurun.

f(x) funksiyasinin grafikini téramanin komayils da qurun.

Toramanin tatbigqi ila funksiyanin grafikini qurun.
2 X2

X X
a) y= o, A B vEaa c) y=

1
2 d) y=x+—

X— X

. Eyni koordinat sisteminda C(x) = 4x + 10 maya dayari vo

R(x) = 50x2 = 0,5x Umumi‘galir funksiyalarinin, hamginin bu funksiyalara uygun
manfaat funksiyasinin® grafik tasvirini ¢akin.

Qruplarla is. Aciq tipli tapsirig. f(x)

. . x [0 |1 2 3
funksiyasi haqqinda verilan malu- 1o 2 0 )
matlara gora tapsiriglari yerina ye- 713 [0 | yoxdur 3

tirin:
a) Verilan sartlari dayan har hansi funksiyanin grafikini qurun;
b) Funksiyanin ekstremumlarini tapin.
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Ekstremumun tapilmasina aid masala halli. Optimallasdirma

Real hayati situasiyalarda optimal variantlarin secilmasi ila bagh miayyan
funksiyanin ekstremumlarinin tapilmasi zarurati yaranir. Glindalik hayatda tez-
tez mixtalif sahalars aid problemlarin halli zamani an boyik galir, an az maya
dayari, an yiksak garginlik, an bodylik hacm, an boyik saha va s. kimi
terminlarin isladildiyinin sahidi olurug. Senayeda gablasdirma zamani verilan
daha az material sarf etmakla maksimum tutumlu qutunun o&lgilarinin
miiayyan edilmasini dizayn etmak va s. boylk igtisadi ahamiyyat kasb edir.
Bu clir masalalarin halli kemiyyatin maksimum va ya minimum giymatlarinin
tapilmasi ila bagl olur. Kamiyyatin maksimum va ya minimum giymatlarinin
tapilmasi masalalarini téramanin tatbiqi ila hall etmak alverislidir.

Bels masalalarin halli miayyan araligda kasilmaz funksiyanin an boyik va ya
an kicik giymatlarinin tapilmasina gatirilir.

Qeyd 1: (a;b) intervalinda funksiyanin uclardaki limit giymatlari da hesablanib
nazara alinmalidir.

Qeyd 2: Baxilan araligda funksiyanin bir stasionar néqgtasi ola bilar: ya maksi-
mum, ya da minimum. Bela olan halda.maksimum néqtasinda funksiya an
boyiik giymatini, minimum noqtasinda isa an kicik giymatini alir.

Niimuna 1. Maksimum hacm. Sirkat oturacagi h
kvadratsakilli olmagla sathinin sahasi 192 sm? olan
agziaciq qutular istehsal.etmayi planlasdirir. Qutu-

nun hacmi onun hansi élgtlarinds maksimum olar? ‘,\'\A +

Halli: Qutunun oturacagl kvadrat oldugundan onun hacmi V = x?h olar.
Masalada verilan digar malumatlardan istifads etmakla hacmi bir dayisandan,
yalniz x-dan asili ifads edak.

Qutunun sathinin sahasi = 4 yan izlarinin sahasi + oturacaginin sahasi.

— y2
Sseth = 4xh +/x* = 192, buradan h = 191—)()( oldugunu V = x2h dusturunda

yerina yazsag, qutunun‘hacmini yalniz x dayisanindan asili

192 — X2 X
V(x)= x> <—X) = 48x — — kimi ifada etmak olar.
4x 4
indi iss masalanin sartinds verilanlara géra V(x) funksiyanin tayin oblastini
miiayyan edak.

Aydindir ki, uzunlug manfi ola bilmaz, yani x > 0. Qutunun kvadratsakilli
oturacaginin sahasi ise 192-dan kigik olmalidir, yani x*< 192, v ya

x<V192. Demali, 0 < x < V192. V(x) funksiyasinin (0; V192) intervalinda mak-
simum giymatini tapmaliyiq. Bunun Ggin funksiyanin téramasini alaq:
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Ekstremumun tapilmasina aid masala halli. Optimallagdirma

3\’ 2 3
V'(x) = (48x—%)=48— %:Z(S—x)(8+x)

x =8 va x=—_8olduqgda V'(x) = 0 olur.

Lakin—8¢ (0;\]192). Demali, baxilan intervalda béhran néqgtasi x = 8 olur.
0 < x < 8 oldugda V'(x) >0, 8 < x <\192 oldugda V'(x) < 0 oldugundan; V(x)
funksiyasi x = 8 oldugda maksimum giymat alir.
Qutunun oturacaginin taraflari 8 sm olarsa, onun hindurliya
19282

h—T=4 sm olar.

Olgiilari 8 sm x 8 sm x 4 sm olan qutunun haemi maksimum olur.

y
3
V(x) = 48x — X funksiyasinin grafikini graf- (87236)
50 Y
kalkulyatorla qurmagla da x = 8 oldugda hac- " // N
min maksimum giymat aldigini gérmak olar. \\ b \

Funksiyanin grafikini téramanin komayila da o 1] 1
gurun va cavabi yoxlayin.

13.8:0)

L
—
T~

\ /
\\ /

Nimuna 2. Minimum sarfiyyat. Hindirliyd 4 m va 12.m olan diraklar bir-
birindan 12 m masafada yerlasir. Bu diraklarin an hiindir nogtslari metal maftilla
birlasdirilmali va maftil yera barkidilmalidir. Maftilin yera barkidilma ndqtasini
ela secin ki, an az maftil isladilsin.

Halli: 1) /Masalanin sartina uygun n

sokil c¢cokak va masalada verilan L=m+n 12m
malumatlari miayyan isaralamalar

gabul etmakls sakil Gzarinds qeyd 4m {’

edak. | X \/ 12 =x

2) Dayisanlar arasindakialagani analitik sakilds ifada edak.

e Maftilin uzunlugunu Lils, har bir dirak Uglin isladilan hissalari iss m va n-la
isara etsak, L=m + n olar.

e L kamiyyati.maftillarin yer sathinda barkidildiyi néqgts ila diraklar arasindaki
masafadanasili olaraq dayisir. Bu masafalardan biri x olsa, digari 12 — x olur.
m.va n kamiyyatlarini x dayiseni ilo ifada edak.

Pifagor teoremina gora: x*>+4%?=m?, m=\x?+16
(12-x9+12°=n> n=\x2—24x+288
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Ekstremumun tapilmasina aid masala halli. Optimallasdirma

L=m+n =\x*+16 + \x2— 24 x + 288
L(x) funksiyasinin x dayisanindan asililig

LX) =\x2+ 16 +\x2—24 x+188 , 0<x<12 kimidir.

L(x) funksiyasinin téramasi:

L'(x) = (Vx2 + 16 + Vx> — 24 x + 288)' =

X x—12
+
X2 + 16 \x2— 24 x +288

L(x) funksiyasinin béhran noqtalarini tapaq:
X x—12

+
X2+ 16 \x2 =24 x + 288

xVx2— 24 x + 288 = (12-x )\/m,

X2(x2— 24 x + 288) = (12 — x )3(x? + 16),

x4 =24 x3 +288x? = (144 — 24x + x? )(x* + 16),

X* =24 x3 + 288x2 = 144x% — 24x3 + x*+ 16-144 - 16-24x + 16x?,
128x% + 16-24x — 16-144 = Q,

x>+3x—18=0, Xx1=3, X2=—6.

L(x) funksiyasinin x = 0, x = 12, x = 3 ndqtalarindaki giymatlarini

miqayisa etmakla (bunu 6ziiniz yoxlayin) aliriq ki,
x = 3 oldugda an az maftil isladilmis olar: L(3) = 20 (metr)

=0,

Optimallasdirma masalalarini hall edarkan asagidakilara diqgat edin!

1. Masalani diggatls oxuyun. Uygun sakli-¢akin.

2. Uygun dayisanlarin va sabitlarin, nayin dayisdiyinin, nayin sabit galdiginin
va hansi'vahidlardan istifads olundugunun siyahisini tutun. Cakdiyiniz sakilda
Olgl vahidlari varsa; onlari isaralayin.

3. Uygun x parametri secin va axtarilan kamiyyati f(x) funksiyasi kimi ifada
edin. Bu funksiyanin ekstremumlarini tapin.

4. Alinmis naticanin na kimi tatbigi manasi oldugunu izah edin.

Oyranma tapsiriglari

|L 24 adadini manfi olmayan els iki toplananin comi saklinda gostarin ki, bu
adadlarin kvadratlari coami an kigik olsun.

& 60 m uzunlugda maftildan diizbucaqli modeli alindi. Diizbucaglinin taraflari
hansi dlgtlards olsa, sahasi an boyiik olar?

|i Diizbucaglinin sahasi 64 sm2-dir. Onun taraflari hansi dl¢iilards olsa,
perimetri an kicik olar?
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Ekstremumun tapilmasina aid masala halli. Optimallasdirma

|i

Maksimum saha.Turistlar suda voleybol yarisi kecirmayi
planlasdirirlar. Onlarin danizda oyun

sahasini miayyanlasdirmak U¢lin Gzarinda e, .
xiisusi plastik fanarlarin diizaldiyi 200m ot = F
uzunlugunda iplari var. Bir tarafi sahil xatti
gabul etmakls ipi yalniz diizbucagl

saklinda sahanin Ug tarafina islatsalar,

muimkiin gadar boyiik sahani shata etmak l¢lin onlar
diizbucaglinin taraflarinin uzunlugunu hansi 6l¢tida
muayyanlasdirmalidirlar?

Oturacagi kvadrat olan diizbucaqli paralelepiped saklinda agziagiq ¢con 108 /
maye tutmalidir. Canin ol¢ilari neca olmalidir ki, onun hazirlanmasina an az
material sarf olunsun?

Maksimum saha. 9kin sahasi diizbucaqli formasindadir. Fermer akin
sahasini diizbucaqli sahalars ayirmagi planlasdirir. O, anbarinda moévcud
olan hasar materiali ils an coxu neca kvadrat metr sahani shata eda bilar?

a) iki eyni boyiikliikda dizbucagli - b) Ug eyni boyiiklikds diizbucagli
hissaya bdlmak istayir va 1000 m hissaya ayirmag istayir va 1200 m
hasar materiali var hasar materiali var;

%‘. —,‘:ﬁ»—--—’,-r-—u- . SEy

Maya dayarinin minimuma endirilmasi. Hacmi 60 sm?3
nazarda tutulmus-qutunun oturacaginin uzunlugu enindan
3 dafa boyik olmalidir. Qutunun oturacaqglarina isladilan
materialin 1 sm?-nin giymati 10 manat, yan Gzlarina isladilan
materialin 4 sm2-nin  qiymati issa 6 manatdir. Qutunun 3x
Olculerini neca seg¢saniz, onun materialina an az pul X
xarclanmis olar?

Maksimum hacm. Tarafi 8 sm olan kvadrat sakilli kartonun kanarlarindan
eynidlculi kvadratlar kasilib ¢ixarilmagla va »
.

soakilda<gostarildiyi kimi yapisdiriimagla %/éx
X

agziacglg qutular duzaldilir. Verilan 6lglida
kartondan hazirlanan qutunun hindurliyd
nec¢s santimetr olmahdir ki, qutunun hacmi

maksimum olsun? 7%///(
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9.

|10,

Maksimum saha. Pancara diizbucaqgli va yarimdairanin
sokilda gostarildiyi kimi konstruksiyasi ila alinir. 9gar
cami 12 m ¢argive materiall varsa, pancaranin
Olgllarini neca segardiniz ki, isiglandirma G¢lin maksi-
mum saha alds edasiniz?

(Pancaranin sahasi maksimum olsun.)

Minimum zaman sarfi. Rasul gayigla eni 1 km olan su hévzasinin bir
sahilindaki A néqtasindan digar sahilinda yerlasan B
noqtasina ¢atmalidir. Bunun Ugiin o asagidaki yollar-
dan birini sega bilar.

1) A néqtasindan C noéqtasina qayiqla kegdikdan
sonra piyada B noéqtasina gala bilar.

2) A nogtasindan B ndgtasina birbasa qayigla gala
bilar.

3) A néqtasindan B va C noqgtalari arasinda yerlasan
har hansi D ndgtasina gayigla galib, D-dan B-ya yena
piyada gala bilar.

Rasul gayiqgla saatda 3 km va piyada saatda 5 km yol gat edarss, hansi yolu
sec¢sa, B nogtasine daha tez catar?

Konstruksiya masalalari

|11.

. Verilan sakillardan istifads edarak masalalari hall edin.

Sagirdlar 32 sm olan maftildan dairs va kvadrat modellasdirmalidirlar. Onlar
moaftili iki yera hansi 6lctida kasmalidirlar ki, fiqurlarin sahalari coami: a) mak-
simum olsun; b) minimum olsun.

32sm

<
-

oY

a) Radiusu 4 sm olan gevra daxilina ¢akilmis sahasi an boyuk X
olan diizbucaglinin dlgilarini miiayyan edin.

b) Radiusu 6 sm olan yarimdairanin daxilina
bir tarafi diametrin izarinda olmagla
dizbucaqgli ¢akilmisdir. Bu diizbucaglinin
sahasi an ¢oxu na gadar ola bilar?
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Ekstremumun tapilmasina aid masala halli. Optimallasdirma

Niimuna. Minimum material sarfi. Konservlasdirilmis mal atinin tutumu 250 sm3
olan silindrsakilli qutulara gablasdiriimasi planlasdirilir.

a) Qutu hansi olclilards olmalidir ki, an az material isladilsin?

b) Qutunun dairasakilli oturacaglarina sarf olunan materialin 1 sm?-nin giymati
0,05 ™, yan sathi Ggin isladilan materialin 1 sm2-nin giymati isa 0,12 ™-dir. Qutu
hansi dl¢ilards olsa, onun materialina an az pul xarclanar?

Halli: a) Masalada hacmin 250 sm? oldugu verilmisdir. Bu malumat biza r va
h arasindaki alagani miiayyan etmaya imkan verir.

250
nrrth=250, h= —
r

Sssth= 2112 + 2mrh ‘ﬂ,ﬂ
——

oturacaqlar diizbucaql soklin-
do agilmis yan soth

Sssth= 212 + 27r 2520 =2nr’ + 200
Ttr r

"

Sathin sahasini gostaran funksiyanin tayin oblasti dcliin gapali interval
verilmamisdir va r > 0 oldugda funksiyanin r-in hansi giymatinda minimum
oldugunu tapmaliyig. Sssth funksiyasinin téramasini tapagq.

S'ssth = ( 212 +ﬂ)' =4nr—- 5020 = 47: (rP= 125
r r r s

3f 125
Funksiyanin bohran nogtesiz. r=Y ——~3,4

)

./ 125
Asanligla yoxlamag olar ki, 0< r<¥ ~— oldugda S's (r) <0,

3( 125 3
r>NT olduqgda isa S'seth (r) > 0. Demali, rmin= ﬁ.

T

h= % barabarliyinda r = 3,4 yazmagla bu halda silindrin hiindirliytnin
T

h~ 6,9.0ldugunu alarig.
Yani, r= 3,4 sm, h= 6,9 sm olcllarinda silindrsakilli qutularla gablasdirmada an
az material sarf olunar.
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500 60

b) C(r)=0,1nr2+0,12-r—= o,1mz+7, r>0
clr) =012y =02mr- 5

0,2nr— 6r—9 =0, 02nr =%, 0,2 = 60,
rxas7,  po250 290 oo

T2 1(4,57)?
Materiala an az pul xarclanmasi talabi goyuldugda 6lgular
r~ 4,57 sm, h = 3,8 sm olmalidir.

Masalanin a) bandinda alinan natica ila-b) bandinda-alinan natica Ust-Usta
dismalidirmi? Mizakirs edin.

|E. a) Tam sathinin sahasi 241 sm2o0lan silindrlardan hacmi an boylk olanin
hiindurltydni tapin.

b) Hacmlari 547 sm3olan silindrlarden tam sathinin sahasi an kigik olanin ra-
diusunu tapin.

|£l. a) Perimetri 36 sm olan diizbucagli b)Hacmi 1 litr olan silindrsakilli gaba
soklindaki metal I6vhanin bikiilmasi an az material isladilmasina nail
ila alinan silindrin hacminin maksi- = olmagq Uglin h.ve r hansi 6lcllards
mum olmasi tg¢iin [6vha hansi x va'y  segilmalidir?

oOlcllarda kasilmalidir?
cevrasinin
uzunlugu +—2r—|

v L

|1_5. Dogurani 15 sm olan konusun hacminin an boylik giymatini tapin.

|—=—>]

|1_6. Radiusu 4 sm olan yarimkira daxilina ¢gakilmis ‘6’

silindrin hacminin an béylk giymatini tapin.

|L7. Hlndarlayd AD = a, radiusu DC = b olan konusun daxilina
¢akilmis silindrlardan hacmi an boyulk olaninin radiusu va
hindirlGyini miayyan edin.
Gostaris: Silindrin radiusunu DQ = x, hiindrliyinid PQ =
y.gabul edin, AADC va A PQC-nin oxsarligindan istifada
edin.
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Umunmilasdirici tapsinglar

|L Funksiyanin grafikini qurun.

1)f(x)=4-3x —x° 2)f(x)=x*—2x*+3
3)f(x)=2x3—3x2—12x + 10 4) f (x) =§x (x—2)°
5)f(x)=x3+x2—x+ 8 6) f(x) =3x—x

2 -8
NN =777 8)1 0=y 1

& Verilan parcada funksiyanin an boyiik va an kicik giymatlarini tapin.

3.

a)y=—-2x +7, -3<x<4 b)f(x)=3x2—12x+7, 0<x<3
c)f(x)=x*-3x, -2<x<0 d) y = Vx—0,5x, 0<x<4

f'(x) funksiyasinin grafikindan istifads etmakla" f (x) funksiyasi Ggiin:
a) artma va ya azalma intervallarini; b) ekstremum négtalarini taxmin edin.

a) 17 \ b) YA
y=f"(x)

A

Verilan sartlori 6dayan kasilmaz funksiya grafikini sxematik tasvir edin:

a) x< 2 oldugda“f’(x) >0, x>2 olduqgda f'(x)< Ovaf(2)=5;

b) —1< x < 4ldugda f'(x) >0, x<—1 va yax >4 oldugda f'(x) <O va
f(=1)=0,f(4) =6;

c)x #1oldugdaf’(x)>0vaf(1)=2;
d) x >-3 olduqda f'(x) =2, x<-3 oldugda f'(x)=—2ve f(-3)=1.

fx)=x*+x— V3 ve g (x) = 8x2 + x + V3 olduqgda f'(x) < g '(x) barabarsizliyini
hall edin.

f (x) = x - e funksiyasinin téramasinin sifira cevrildiyi négtslsri tapin.

£ (x) = 4x> — 6x + 3 funksiyasinin grafikina toxunan y = 2x dliz xattina paralel
olarsa, bu toxunanin tanliyini yazin.
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Umunmilasdirici tapsiriglar

s.
l9.

|10,

l12.

113,

14,

115,

1
y = x? parabolasi Uzarinda ela noqta tapin ki, onun M(2;—=-) négtasindan
masafasi an kigik olsun.

9dadi silsilada as= 3 oldugu malumdaur. Silsila farginin hansi giymatlarinda
01-a4-as hasili an boyuk giymat alar?

Funksiyanin grafikina géra tdramasinin isarasinin misbat va ya manfi oldugu
intervallari taxmin edin.

a) b)

. Topalari koordinat sisteminin baslangicinda, Ox va Oy misbat yarimoxlar

Uzarinda va y = 4 — x* parabolasi izarinda olan dizbucaqglilar arasinda sahasi
an boyuk olani tapin.

Hacmi 128 © sm?olan silindrlardan.sathinin sahasi an kigik olanin hiindur-

lGylnG tapin.
0,08t

t2+2t+2
darman preparatinin t zamanda gandaki konsentrasiyasinin dayismasini ifada

Tibb. Maksimum konsentrasiya. C(t) = funksiyasi gabul edilmis
edir. t darmanin gabul edildiyi andan baslayaraq vaxti saatla gostarir.

t zamaninin hansi giymatinda darman preparatinin gandaki konsentrasiyasi
maksimum olar?

Funksiyanin bohran négtslarini va ekstremumlarini miiayyan edin.

y _ 4 —2x, x<1

= v2/3(y2 _ — 2 _ =

1)y =x*P(x* - 4) 2) .= x\3 - x 3)y x+1, x> 1
-x*=2x+4, x<1 3=, x<0

AY=)_xubx-a, x>A 5)Y= 13+ 2%%, x20

iki binanin su tachizati ticiin cayda xii- km 7

susi nasoslar qurasdiriimalidir. Binalar —

arasindaki masafa 4 km, binalarin M

birinden ¢aya gadar masafa 1 km, Lkm

digarindan iss 4 km-dir. Nasos qurgulari =
cayboyu hansi néqtada yerlasdirilsa, bi-
nalara gadar su xattinin ¢akilmasina an

az boru isladilmis olar?

4 km
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Inteqral

o N

e ibtidai funksiya ve geyri-miiayyan inteqral I I
e oyrinin ahata etdiyi saha

e Miayyan inteqral

e Nyuton-Leybnis diisturu

e MUiayyan inteqralin xassalari

e Miayyan integral va firlanmadan alinan figurlarin hacmi |

Riyazi liigat

v ibtidai funksiya v'inteqgrallama sabiti l
v’ geyri-miayyan integral v“miisyyan integral

v integral isarasi v"integrallama sarhadlari

v integrallama v inteqral hesabinin asas teoremi

Bunlari bilmak maraghdir!

Heydar 9liyev Markazi memarliq tslubuna.goéra diinyada sohrat gazanmis, geyri-
adi memarliq asaridir. Kompleksa gozallik gatiran elementlarin insasi ¢oxlu sayda
sistemli riyazi problemlarin halli sayasindes mimkiin olmusdur. Bina dalgavari qu-
rulugda oldugundan, layihasinds demak olar ki, diiz xatlardan istifada edilmamis-
dir. Bu qurulusla‘binanin dam. 6rtiyl yerls tamas edarak diizgiin ve harmonik
gorint formalasdirir. Bela bir memarlig qurulusu postmodernist memarligi tam-
sil etmakls, ham da sonsuzluq effekti formalasdirir. Binanin xatlari sanki kegmisla
galacayin birlagmasini simvo- A7

liza edir. Binanin.insasi zama- -

ni Gmumi uzunlugu 90 km ; |
olan damir konstruksiyalar sa-
bakasindan, imumi sahasi 4 |
ha olan 12027 adad xususi §
tarkibli muxtslif ol¢uli Ggbu-
caq, <duzbucaqli, trapesiya,
paralelogram formali panellardan istifada olunmusdur. Binanin har hansi dalgavari
hissasinin sahasini va ya uzunlugunu hesablamaq istasak, inteqrallama Gsullarini
tatbig etmali olariqg.




ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan integral

Arasdirma. Sarbast diisan cismin t zamanina gadar getdiyi yol

s(t) = itzclijsturu ila tapilir. Bu distur Qaliley tarafindan tacriiba yolu ila tapilmisdir.
Bu disturdan diferensiallamagla sarbast diisan cismin istanilan

t aninda sliratini va tacilini taping: v(t) =s'(t) = gt; a(t)=v'(t) = g.

Bas tars masalani neca hall etmak olar? Yani tacil malum olduqgda stratin v(t)
dayisma ganununu, hamcinin harakatin s(t) ganununu neca tapmagq olar?

Diferensiallama verilan funksiyanin téramasinin tapiimasidir. Téramasi verilan
funksiyanin tapilmasi isa diferensiallamaya tars amaldir. Bu zaman téramasina
va ya diferensialina goéra funksiyanin 6ziini tapmagq lazim galir, yani miayyan
araligda f(x) funksiyasi verildikda ela F(x) funksiyasinin tapiimasitalab olunurki,
hamin araliqgda F' (x) = f(x) va ya dF(x) = f(x)‘dx 6danmis-olsun.

Tarif. Verilmis araligin bitin négtalarinda F'(x) = f(x) barabarliyini 6dayan F(x)
funksiyasina hamin araligda f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi deyilir.
Masalan, F(x) = x?funksiyasi (—e=; +9) araliginda f(x) = 2x-in ibtidai funksiyasidir,
¢lnki bu araligin biitiin noqgtalarinda (x?)' = 2x 6danir.

(x3)'=2x  d(x?) =2xdx
diferensiallama

dF(x) = d
) =2 7 TR0 o )
ibtidai funksiya flx) =2x

integrallama
Digar tarafdan, (x2)' = (x2 + 3)"= (X2 — 2)".= 2x.va Umumiyyatls, ix-
tiyari C sabiti Gglin(x> + C )" = 2x oldugundan,
X2, x>+ 3, x2 =2, x*+ C funksiyalarinin har biri da f(x) = 2x-in ibtidai
funksiyasidir. Yani verilmis funksiyanin ibtidai funksiyasi yegana
deyil.

F1(x) va Fa(x) funksiyalari miayyan araliqgda f(x)<in ibtidai

funksiyalaridirsa, g(x) = F1(x) = F2(x) funksiyasi Gglin hamin araliqda

g'(x) = F1'(x) = F2'(x) = f(x) = f(x) = 0 barabarliyi eynilik kimi 6danar. Onda g(x)
funksiyasinin grafikina-har bir nogtads toxunan absis oxuna paralel olar. Demali,
g(x) funksiyasinin grafiki da absis oxuna paraleldir, yani hamin araliqda g(x) = C,
burada C ixtiyari sabitdir. Buradan Fi(x) = F2(x) + C.

Belalikls, alirig ki, agar F(x) funksiyasi verilmis araliqgda f(x) funksiyasinin ibtidai
funksiyasidirsa, onda ixtiyari C sabiti Gi¢lin:

® F(x)+ C funksiyasi da hamin araligda f(x)-in ibtidai funksiyasidir.

® f(x)-in verilmis araligdaki istanilan ibtidai funksiyasi F(x) + C saklindadir.

F(x) + C -ya ibtidai funksiyalarin iimumi sakli deyilir va aslinda bu miiayyan
funksiyalar coxlugudur.
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Qeyri-miiayyan inteqral

Tarif. Miayyan araligda f(x) funksiyasinin bitln ibtidai funksiyalari
¢oxluguna hamin araligda onun geyri- miiayyan inteqgrali deyilir va

[ fix)dx kimi isara edilir. Bu, “inteqral ef iks de iks” kimi oxunur.

f(x)-in ibtidai funksiyalarindan biri F(x) olarsa, tarifa gora

[ fix) dx = F(x) + C.

Burada j inteqral isarasidir, f(x) inteqralalti funksiya, x integrallama dayisani,
C isa integrallama sabiti adlanir. inteqrallama dayisani olaraq istanilan
dayisan gabul edils bilar.

Toramasina gora funksiyanin tapiimasina.inteqrallamaamali deyilir.

Nimuna 1. Tarifa gora geyri-miayyan inteqgrallar tapin:

a) [5dx b) [3x2dx c) [cosxdx
Halli: [5dx =5x+C [3x%dx =x3+ C [cosxdx =sin x +C
Clnki: (5x+C)'=5 (x*+C)'=3x2 (sinx + C)' = cosx

Niimuna 2. [x3dx integralini tarifa gors tapin.

Halli: Hansi funksiyanin tdramasinin X2 ola bilacayi haqqinda distinak. Masa-
lan, x* funksiyasinin tdramasinin 4x*oldugu malumdur. Demali, axtardigimiz
funksiyanin %vuruéu olmalidir ki, 4 amsali ils ixtisar olunaraqg x3

alinsin. Bu F(x) =%x4 funksiyasidir. Demali, . [ x3 dx:%x‘% C.
Oyranma tapsiriglari
|£ Gostarin ki, F(x) funksiyasi verilan araligda f(x)-in ibtidai funksiyasidir.

a) Fix) =g ", =30, xe (- ooj4o0)
b) F(x) =%, f{X) = %— X& (0;+0)
X

c) F(x) = (2x~=1)3, f(x) =6(2x—1)?, x€ (—oo;+o)
d) F(x) = 3x = cosx, f(x).=3+sinx, xe€ (—oo;+0)

E odad oxunda verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarindan birini tapin.
a)fix)=3  b)flx)=3x"  c)fix) =8’ d) fix) = 5x*

E Verilan funksiyalardan elasini gostarin ki, digar iki funksiya onun uygun
olaraq, téramasi va ibtidai funksiyasi olsun.
f(X)=2 gx)=2x+1 h(x)=x>+x

|i Tarifdan istifads edarak geyri-mlayyan integral tapin.
1
cos’x

a) [4dx b) [ 2xdx c) [ax® dx d) | dx
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Sabitin va qiivvat funksiyasinin inteqrali

Sabitin inteqrah: [ kx = kx + C
n+1
Qiivvat funksiyasinin inteqrali | x"dx = ntC n#-l
n+1
[kxrdx=""7 +C, n=-1
Bu diisturlarin 1

dogrulugunu tarifs géra J'(kx + b)"dx =
6ziiniiz yoxlayin!

k(n+1) (kx+ b)™t+C, nz-1

Niimuna 1. j5\/)7dx geyri-muayyan integralini tapin:

3

_ < 1 5 3
Halli: [5+xdx = [5x°dx = 15 X2t +C= 5 x2 +C=13—0\/x_3+C

3
2 ! 2
Niimuna 2. f (x) = 3:(2x + 1)*funksiyasinin‘ibtidai funksiyalarinin tmumi
saklini yazin.

Halli: x *-Un ibtidai funksiyalarindan biri%5 oldugundan,
£ (x) = 3:(2x + 1)* funksiyasinin ibtidai funksiyalarindan biri

1 (2x+1)* 3 s L Y : X L
ST a4 —E(2x+1) olur. Ibtidai funksiyalarin tmumi sakli isa

3 3
F(x) =710 (2x+1)° + C olar. Demali, 3-(2x +1)*dx = 79 (2x+1)° + C.
|i Qeyri-muUayyan integrallar tapin.
a) [(-4ydx b)J6 dx o) f(-ax) dx | d) [ dx

|i Funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin. .
a)f=a¢ b)f=7¢ Ofx)=9¢ [d)fix)=-x

|L integralalti funksiyani x saklinds géstarmakla qeyri-miiayyan inteqrallari

tapin.
a)J.%dx b) j% dx c)j%‘ d) [8Vx dx
— i
e)ﬁ/x dx f) J- 5x2- xidx g)jf dx h)j(—j—f dx
X

|& a) ((2x +3)%)' = 8(2x + 3)* oldugunu gostarin va [8(2x+3)? dx geyri-miayyan
integralini tapin.

dx geyri-miayyan

d — 2
b)—— V4x + 1 = ——— oldugunu géstarin va
dx Vax +1 / Nax +1
inteqgralini tapin.
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan integral

|& Funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.

a) fix) = (2x + 3)° b) f(x) = (7 - 3x)? o) flx) = (%x— 2)°

d) fix) = (5x +2)° e) flx) = (9 - 4x)~ f) fix) = (x + 3)7

Qeyri-miisyyan inteqralin xassalari

1.[f (x)dx= f(x)+C
2. ([F0dx)=£(x)
3. [[f(x) + g(x)ldx = [ f (x)dx + [g(x)dx

4. [[f(x) = g(x)ldx = [ f (x)dx = [g(x)dx
5. [k-f (X)dx = k- f (x)dx  (k#0)

Niimuna 1. [(3x° + 9x2 — 5)dx inteqralini tapin.

Halli: [(3x° + 9x% = 5)dx = [3x°dlx + [9x2dx — [Sdlx =

) X2+1

5+1
=3-X 49

—5x+C =lx6+3x3—5x+C
5+1 2+1 2

|£). f(x) funksiyasi Ggln ibtidai funksiyalarin Gmumi saklini tapin.

a) flx) =7 —4x b) f(x) =5 + 6x — 9x2
) f1x) = 3= 5 d) fix) = =5 + 2
|1_1. Tapin.
a) ([3x dx)’ b). ()" dx ¢) ( Nx dx)

|1_2. Qeyri-mulayyan inteqgrallari hesablayin.

a) J’%ﬂdx
d) [(2x=3x?) dx
g) (3x* — x3)dx

i) j(% + %xz) dx

b) [(1-x) dx
e) [(3-9)dx
h) [(8x? +3x ~*)dx

k) j(%d% %) dx
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c) [(2 +x?) dx
f) [(x® = 3x% + 3x— 1) dx
i) [(4x 72— x 3)dx

) j(%\/);+ 8x) dx



ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Toramadan fargli olaraq hasilin va nisbatin inteqgrallari Ggiin birbasa dis-

turlar yoxdur. Ona gora da bu halda, agar mimkiindirss, avvalca verilmis
funksiya ibtidai funksiyasi malum olan funksiyalarin cami va ya farqi kimi
yazilir, sonra ibtidai funksiyasi tapilir.

Niimuna. f(x) = M funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin:
X

2 nx 1
Halli: fix) = 3; - XX = 3x—2x 2 saklinda yazaq

1

x? x2 3
Onda F(x) =3-7—2-—_%—=?x2—4\/)_(+CaIar|q.

|1_3. Funksiyanin verildiyi ifadani sadalasdirin, inteqrallama qgaydalarini tatbiq
etmakls ibtidai funksiyalarini tapin.

a) fix) = (x+2)(x-3) b) fix) = (x*=3x)(x + 1) c) flx) = (x=3)°

d) flx)=(x+2x3)(x+1) e) f(x)=(1—\/;)(1+\/;) f) flx) = (x + 1)*-2
Iﬁ- Qeyri mlayyan inteqrallari hesablayin.

a)J"ZX‘idx b)J%du c)Jﬁ%fdx
245x+6 X>—6x+8 (t2 +t)?

d)J% dx e)[—x_ 5 ox f) J—t dt
|1_5, Sadalasdirin va ibtidai funksiyalarini tapin.

a) fix) = &-(ﬂh%— 5) b) £x) = (Vx — 2x)(Vx + 2x)
|1_6. Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.

a) fix) = (3x+2)* b) flx) = (2x - 1)°

.3 2
c) fix) = m d) fix) = (3x+ 1)
e)fix) = (x<2)lx + 1) fn = 22X

|1_7. Integralalti funksiyani sadalasdirib, geyri-miiayyan integrali hesablayin.

Alx+\x)dx  b)J Z’U)'-(l dx )l "z)t%zedx
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan integral

Ustlii funksiyanin va 1/x funksiyasinin integrallari

Ustlii funksiyanin [edx = e+ C Jeldx=7- e+ C
Inteqrali: fardx = +C fa *dx = -1 ak+ C
Ina kina
1/x funksiyasinin inteqral: 1
x>0 oldugda [—dx=Inx+C
1
x <0 oldugda [=dx=In(-x) +C
. . 1
x # 0 olan istanilan araliqda Ide=ln|x|+C

.. 1
Umumi halda: Ikx—+b dx:%ln|kx+b|+C

Bu diisturlarin dogrulugunu tarifa gora ozéntzyoxlayin!

Nimuna . Qeyri-miayyan inteqrallari tapin: a) [e*dx; b) W +4 dx

Halli: a) [e*dx = %e4x+ C

1 2
b = -2
) dx 2J'3X+4 dx'= 5= In|3x +4+C

|£;. Qeyri-miiayyan integrallari tapin.

a) [3edx b) [(—12) e¥dXx c) I%E‘”dx d) [4-2" dx

dx

= 5
e x dX f)j xIn3 g)j5x+4 h)-[ 2x+1

|1_9. Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.
A= D= At =ae Al =62

|2_0. Qeyri-miayyan inteqrallari hesablayin.
a) [(e*—ex) dx b) I(ZX—; Ydx o) ](er+2x)dx d)](e>- i)dx
X xIn2
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

Trigonometrik funksiyalarin inteqgrallari

[sinxdx=—cosx+C J‘sinkxdx=—%coskx+c
1
fcosxdx =sinx+ C J‘coskxdx=7 sinkx+ C
I dx=tanx+C J L dx 1tankx+C
X = X _— = —
cos’x cos?kx k
i L dx=—cotx+C dex-—icoth+C
sin’x sinZkx k
Bu diisturlarin dogrulugunu tarifs géraéziiniiz yoxlay!

Nimuna 1. J’Zsin% dx inteqralini tapin.
cos (x/2) 3 X
—1/2 +C-—4c052+C

Trigonometrik funksiyalarin integrallanmasi zamani trigonometrik eynilik-
lardan istifade etmak alverislidir.

X
Halli: IZsin ?dx =-2-

Niimuna 2. f(x) = sin x - cos x funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapin.
. 1. . 1,1
Halli: fx) :?sm2x oldugundan F(x) = ?'(—7c052x) +C=
=— %cost +C olur.

Niimuna 3. [sin2 x dx inteqralini hesablayin.

Halli: sin?x.= % - %cost eyniliyini nazara alsaq,

: 1 1 1 1.
sin? x dx = [ (== —cos2x)dx = —x - Tsin2x + C.
Jsin? xdx =1 ( 275 x)dx 2x 4 X
Niimuna 4. [sin5x-cos3xdx integralini tapin.
Halli: sinax - cosbx =%(sin(a — b)x + sin(a + b)x) disturuna gora:
[sin 5xcos3xdx=%j (sin2x +sin8x)dx = %jsin 2x dx+%jsin8x dx =

=—-—-c0s2x——— cos8x + C.
4 16

|§.. Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.

2 _ 6
oo =gy

a) fix)= %sinx— cosx  b)fix) =

|2_Z. Qeyri-muayyan inteqrallari hesablayin.

a) f(3sinx+ 2cosx) dx b) fﬁdx c) | dx

cos?2x

228



ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

|23.
|2a.

|25.
|26.

Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyalarini tapin.

a) f(x) = cos’x — sin?x b) f(x) = sin?3x c) fix) = sin3x - cosx
Qeyri-mulayyan inteqgrallari hesablayin.

a) [ sin? x dx b)[cos? x dx ¢)[sin2x-cos? x dx
d) J sin3x sinx dx e) [sinx cos3x dx f) Jcos3x cos5x dx

Trigonometrik eyniliklardan istifada etmakla inteqrallari tapin.

a) [(1 + tan?6) d® b)J(1 + cot?x) dx ¢) Jcot?x dx
Qeyri-muayyan inteqrallari tapin.

a) ) (sin 2x + 3x)dx b) | (cos 3x =2x+ 1)dx

c) | (e + 2 cos x + 5x2)dx d) | (e¥ — 8sin2x + x~*)dx

Tatbiq tapsiriglari

inteqrallama sabitinin tapilmasina aid masalalar

Numuna. f(x) = 2x funksiyasinin grafiki: a) M(2;2); b) P(=1;3) négtasindan
kegan ibtidai funksiyasini tapin.

Halli: 9vvalca f(x) = 2x funksiyasinin (= co;+ )
araliginda ibtidai funksiyalarinin imumi saklini
yazaq: F(x)=x*+C.

a) Serta gora F(2) =2 olmalidir. Onda

4 + C=2, buradan C =-2. Demali, f(x) = 2x
funksiyasinin.grafiki M(2;2) noqtasindan kegan
ibtidai funksiyasi F(x) = x? — 2-dir.

b) Sarta gora F(-1) = 3 olmalidir. Onda 1 + C = 3, buradan C = 2.
Demali, f(x) = 2x funksiyasinin.grafiki P(—1;3) néqtasindan kegan ibtidai
funksiyasi F(x) = x? + 2-dir.

. f(x) funksiyasinin verilmis sarti ddayan ibtidai funksiyasini tapin.

a) flx) = x2, F(3)=0 b) fix) =—L= , F(4) = -2
2Vx

. fix) funksiyasinin grafiki verilmis nogtadan keg¢an ibtidai funksiyasini tapin.

a) fix) = x; M(=1;2) b) fix) = 4x°, M(-1;3)

. f{x)funksiyasinin verilmis sarti 6dayan ibtidai funksiyasini tapin.

a) flx)=e* F0)=1 b) filx)=3e*%F(2)=0 «c)flx) :%, F(e)=5
d) f(x) = 2sin2x, F(%) =0 e) f(x) = 2cosx, F(% )=3
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan integral

130.

l31.

32.

133.

f(x) funksiyasinin grafiki verilmis M nogtasindan kegan ibtidai funksiyasini
tapin.

a) fix) = x2 + zb;, M(;2) b) fix) = (2x-1), M(2;4)

Verilan sartlari 6dayan funksiyani tapin.
a)f'x)=2x+1; fl1)=-2 b) f'(x) =x*—4; fl0)=7
c)f'(x)=8x*+4x—-2; fl0)=6 d)f'(x)=3x*-5x+1; f{1)=3,5

F(x) funksiyasi f(x) = 2x + 1 funksiyasinin grafiki M(1;0) négtasindanke¢an
ibtidai funksiyasidir. x-in hansi giymatlarinda:
a) F(x) > 0; b) F(x) <0 olur?

Absisi x olan nogtada toxunaninin bucag amsali 2x — 2 olan va grafiki (3;4)
noqgtasindan kegan funksiyaninanalitik ifadasini miayyan edin va grafikini

qurun.

Real hayati situasiya masalalari

Niimuna 1. Harakat. Yerdan 1 m hiindurlikdan yuxari atilmis topun siratini t
zamanindan asih v(t) =-9,8t + 12 kimiifade etmak olar, burada t zamani saniya
ila 6lclldr. t saniya aninda topun yerdan hansi hiindirlikds oldugunu goste-
ran funksiyani yazin. t = 2 saniya aninda top hansi hiindirlikds olar?

Halli: t aninda topun h(t) hindirlikds oldugunu farz etsak, h'(t) = v(t) olar.
Demali, h(t) funksiyasi.v(t)-nin ibtidai funksiyasidir:

h(t) = ([(=9,8t + 12)dt = 4,9t #12t + C

indi masalanin verilanlarina géra C sabitini tapag.
Baslangicda, yani't = 0 aninda, top yerdan 1 m hiindiirlikds olmusdur.
t = 0 oldugda h(0) = 1 oldugundan,

1=-4950+120+C
o6danmealidir, buradan C ='1. Demali, t aninda topun yerdan hindirliyini
gostaran funksiya h(t) = — 4,9t +12t + 1 disturu ila miayyan edilir. t = 2
oldugda h(2) =-4,9-22 +12:2 + 1 = 5,4 olur. Yani, t = 2 saniya aninda top
yerdan 5,4 m hiindirliikds olar.

m. Zarracik v(t) slrati ila diizxatli harakat edir. to baslangic aninda onun xo

koordinati verilmisdir. x(t) koordinatini zamanin funksiyasi kimi tapin:

a)v(t)=4,t=0,x=0 b)v(t)=6,to=0,x0=2 c)v(t)=2t,to=2,Xx0=3
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ibtidai funksiya. Qeyri-miiayyan inteqral

|3_5. Harakat. Diizxatli harakat edan maddi néqtanin stirati v(t) = 2t — 3 dusturu ils
verilir. t = 0 baslangic aninda ndqgtanin koordinat baslangicinda oldugunu
bilarak, onun x koordinatini t zamaninin funksiyasi kimi tapin.

Niimuna 2. 9halinin artimi. Statistik arasdirmalar sahardaki ahalinin sayinindillik
dayismasinin P'(t) = 11,7e%%%t miinasibati ilo miiayyan edils bilindiyini askar etdi.
Burada t 1960-ciildan sonraki illarin sayini, P(t) verilan ildaki ahalinin sayini (min
nafarla) gostarir. 1990-ci ilda ahalinin say1 820 min nafar olmusdursa, 2020-ci ilda
bu saharda ahalinin sayinin neg¢a nafar olacagini taxmin edin.

Halli: P'(t) = 11,7e%%%¢ funksiyasinin ibtidai funksiyasini tapmagla ahalinin sayini
gostaran P(t) funksiyasini miayyan eda bilarik:

11,7
P(t) = [11,7e00%6t = ==L e0026t 4 C = 450002 + C,
0,026

P(t) = 450e%0%t + C
indi isa C sabitini miiayyan edak.
Sorta gora, t = 30 olduqgda (1960-1990) shalinin say1 820 min olmusdur:
820 = 450e 202630 4+ C
OndaC=-161,7va P(t) = 450e%%26t—161,7 .
2020-ci ilda ahalinin sayi P(t) funksiyasinin t = 60 giymatina uygundur:
P(60) =“450e%92660 —161,7=1979,8

Yani, 2020-ci ilds bu sahardaki ahalinin sayi taxminan 1979800 nafar olacaq.

|3_6. Bakteriyalarin coxalmasi. Misahida ila bakteriyalarin P(t) sayinin
artim/suratinin % = 200e%t +150e 2%t kimi oldugu miiayyan edildi.

Burada t zamani (saatla) gostarir. Misahidanin baslangicinda bakteriyalarin
sayl 200000 olarsa, 12 saat sonra onlarin sayl ns gadar olacaq?

|3_7. Ekologiya. Marallarin artimi Gzarinda misahida aparan tadgigat qrupu
hesabatinda marallarin sayinin dayismasini asagidaki tanlikla

vermiglar: Z—tN =3t3+2t, 0<t<5,

burada N marallarin sayini, t zamani (ills) gostarir.

Musahidaya baslayanda 200 maral var idisa, miisahidanin sonunda onlarin
sayltexminan ne¢a olmusdur?

|3_8. Maya dayari. x sayda mahsulun marjinal maya dayari C ‘(x) = 50 — 0,05x
funksiyasi il verilmisdir. Mahsulun bir vahidinin maya dayari 40 manat olarsa,
150 mahsulun maya dayari ne¢ays basa galar?
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9yrinin ahata etdiyi saha

Tasavvir edin ki, siz bitkilar Gzarinds tadgiqat aparirsiniz va bitkinin aldigi glinas
enerjisini miiayyan etmak Uglin yarpagin sahasini tapmaq lazim galir. Yarpagi
damali varaq lGzarinds yerlasdirib, damalari saymagla onun sahasini taqgribi olaraq
tapmag olar.

T

1dama 1kv.sm 1dama 1/4 kv.sm

Tam dama 1 adad Tam dama 16 adad

Tam olmayan dama 18 adad Tam olmayan dama 34 adad
1 < damalarin say1 <19 16 < damalarin say1 < 50

1 kv.sm < yarpagin sahasi < 19 kv.sm 4 kv.sm <yarpagin sahasi 12,5 kv.sm

Damalari kigiltmaya davam edib, yarpagin sahasini daha kicik kvadratlarin.comi
kimi saysaq, sahanin hesablanmasindaki tagribiliyi azaldarag onun sahasini haqgiqi
sahasina daha yaxin giymatla hesablamaq olar.

Eyni Usulu tatbig etmakls mixtalif formali sahalari hesablaya bilarik.
Masalan, [a,;b] parcasinda kasil-

maz olub, manfi olmayan y=f(x) 4 y=fx)
giymatlar alan y = f(x) funksi-

yasinin grafiki, absis oxu,

x =avax = b diz xattlari ila hi- S
dudlanan sahaleri da_bu Usulla g
hesablamaq olar.

2]

.

Nimuna l.y= % x+ 3 funksiyasinin grafiki, absis oxu, x = 2 va x = 4 diiz

xatlari ila hiidudlanmis figurun sahasini taxmin edin.
Halli: Sakilds y :lx +.3 funksiyasinin grafiki, absis oxu, x = 2 va x = 4 diiz
xatlari ila hiidudlanmis fiqur tasvir edilmisdir.

Gostarilan sahani hiindirliyl f(2) = 4 va f(4) =5 olan diizbucaqghlara géra
taxmin etmak olar.

Eni 4 — 2= 2 va hiundurliy Eni 4 — 2= 2 va hindurliyu
fl2) =4 V)E}Kﬂd olan dizbucaqgli f(4) = 5 vahid olan diizbucaqgh
4 fix)=2x+3 y 1
z/ 6 flx) =5 x+
(4;5) .
A @ @)
/ 4
A
21 2
x=4 o
ol ) — "ol 2 4 X of "2 4 X
Sahasi 2 - 4 = 8 kv. vahid Sahasi 2 - 5 =10 kv. vahid
Bu haqiqi sahadan azdir. Bu haqiqi sahadan ¢oxdur.

Saha: 8<S< 10
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9yrinin ahata etdiyi saha

Gostarilan sahani daha kigik dizbu-
caqhlarin sahalari coami kimi hesabla-
saq, taqribiliyi azaldaraq,

hagigi giymata daha yaxin giymat-
landirarik.

of ~ 234 X —5f 3
[2; 4] pargasintiki yera ([2;3] va [3;4]) bolmakla (sakil a va sakil b) axtarilan sah
ni iki diizbucaglinin sahalarinin cami kimi taxmin eda bilarik.

a) Sahanin taxmini giymati eni 1, hiindirliyl f(2) = 4 va eni 1, hindirliyd f(3) =
4,5 olan dizbucagllarin sahalari comina barabardir: 1- 4+1- 4,5 = 8,5.

>
X
o-

b) Sahanin taxmini giymati eni 1, hiindlrluyt f(3) = 4,5va eni 1, hindirliyi f(4)
=5 olan iki diizbucaqglinin sahalari comina barabardir: 1- 4,5+1- 5 =9,5.
Demali, haqiqi saha 8,5 < S < 9,5 miinasibatini ddayir.

Baxilan halda sahani trapesiyanin saha diisturuna géra daqiq hesablayaraq

aparilan hesablamalarin xatasini giymatlandira bilarik:
g latokh - -2(445) 20.

Demali, intervallarin sayi n = 1 oldugda hesablamalar haqiqi sahadan 1 kv vahid
farglanir, n = 2 olduqda isa bu farqg azalaraqg 0,5 kv vahid olmusdur.
Verilan pargcani daha ¢ox sayda kigik araliglara bélmakls; sahani daha kigik

diizbucaglilarin sahalarinin_cami kimi hesablasaq, haqigi giymatina daha yaxin
natica alinar.

y) Xota Y, xata
X o o %
bélgtilarin sayi nf=2 bolgdilarin sayrn =4 bélgiilarin sayin =8

f(x) funksiyasinin‘grafikinin [a; b] pargasinda shata etdiyi saha dedikda
ffunksiyasinin grafiki, absis oxu, x=a va x = b diiz xatlari ilo hlidudlanmis fiqurun
(buna ayrixatli trapesiya da deyilir) sahasi nazarda tutulur. Tapsiriglarda bu sahani
bazan qisaca olarag “syrinin shata etdiyi saha” kimi ifade edacayik. Burada f
funksiyasi Uglin asagidaki sartlor 6danmalidir:

e ffunksiyasi verilan [a; b] parcasinda kasilmazdir;

e ffunksiyasi [a; b] parcasinda manfi olmayan giymatlar alir.

[a; b] pargasi har birinin uzunlugu Ax = b- olan n sayda pargaya

bolindr: X0 x1l, [x3; xal,..., [X-1; Xil, ..., [Xn-1; Xn]

Ax
a e b
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 :
Xo X1 X2 vee Xi-1 Xi Xn-1  Xn X



Miiayyan inteqral va saha

f(x) funksiyasinin grafikinin shats etdiyi saha tagribi olaraqg, eni A x, hiindurliy
f(xi) olan dlizbucaglilarin sahalari cami kimi tapilir.

Nimuna 2. $akildaki ayrinin ahata etdiyi saha verilan pargani n = 4 barabar
hissaya ayirmagla alinan 4 diizbucaglinin sahalari comina taqgriban barabardir.

Y. y
2 2
1,5 15
; /\ * [
0’5 i E 0,5
ol‘. ———t Ol % x X X x
a b x §=)§4

S = f(x1) Ax + f (x2) Ax + f (x3) Ax + f (xa) Ax =Sa

Handasi olaraq bu com sakildaki pillavari fiqurun sahasidir va f (x) funksiyasinin
[a;b] parcasi Uzra inteqral comi adlanir.
Verilmis pargani n sayda pargalara bélmakla
S=f(x1) Ax +f(x2) Ax + f (x3) Ax + ... + f (xa)Bx =S, kimiyazmagq olar. Bu yazilis ¥
“sigma” isarasinin kdmayils qisa sakilda asagidaki kimi yazilir:

Sx Sf(%)Ax=S,

i=1

f funksiyasi kasilmaz oldugundan kifayat gadar boylk n-lar ticlin (yani Ax kifayat
gadar kicik oldugda) qurdugumuz dizbucaglilarin birlesmasinin sahasi bizi
maraglandiran saha ila “demak olar ki, eyni olur” , yani n—e< oldugda S»—S :

S = lim Sa=lim 3  (x) Ax
n—e= n—»wi=1

Qeyd edak ki, inteqral cominds f (xi) giymatlari avazina [xi-1; xi] araliginin ixtiyari
cinoqtasindaki f(ci) qiymatlari goturils bilar.

Miiayyan inteqral

Gostarmak olar ki, [a; b] pargasinda istanilankasilmaz f funksiyasi t¢lin
n— oo olduqda S» inteqgral cemlari ardicilhgi miiayyan adada yaxinlasir. Bu
abdadaf funksiyasinin [a;b] pargasi Gizra miiayyan inteqgrali deyilir va
!zf(x) dx kimi isara edilir. Yani . ,
S=1im Sy =lim 3 f (xi) Ax = [ f(x)dx

n—ee n—oo_q

a va b adadlsrina inteqrallama sarhadlari, a-ya asagl sarhad, b-ya yuxari
sarhad deyilir. f—inteqral isarasidir. f funksiyasina inteqralalti funksiya, x
dayisanina integrallama dayisani deyilir.

Belalikls, f(x) = 0 olduqda funksiya grafikinin [a; b] parcasinda
b

ahata etdiyi saha S = if(X)dXdUsturu ila ifada olunur.
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Miiayyan inteqral va saha

9yrinin ahata etdiyi sahani hesablayarkan asagidaki hall addimlarina diggat edin.

1. Funksiyanin grafikini sxematik ¢akin.

2. Verilmis [a;b] pargasini har birinin uzunlugu A x =
bolin.

3. Hesablamada f(xi) giymati olaraq bolglids alinmis pargalarin sol va ya sag
ucundaki giymatin secilmasina garar verin.

4. Hesablamalari dizbucaghlarin syridan asagida yerlasdiyi hal Gi¢lin va ya diiz-
bucaglilarin ayrini asdigi hal t¢lin apara bilarsiniz.

b—a

olan n sayda parcaya

Nimuna 3. [1;16] pargasini 5 barabar pargaya bélmakla
fix) =0,1x3 —2,3x% + 12x + 25 funksiyasiningrafiki altindaki ayrixatli trapesiyanin
sahasinin taqribi giymatini tapin.

Halli: Sakilda verilmis funksiyanin grafkalkulyatorla qurulmus qrafiki goste-
rilmisdir.

_ f(x)=0,LA-2,3x2 + 12x + 25
Baxilan halda A x =L51 =3

1 4 7 10 13 16

2 X
f(xi) giymati olaraq bélinmiis parcalarin sol ucundaki giymati se¢ak. Eni 3 vahid,
hindurllyd iss f(xi) vahid.olan 5 diizbucaglinin sahalari comi ayrixatli trapesiyanin
sahasinin tagribi giymatidir:

Szzsf(xf)Ax=f(1)-3+f(4)-3+f(7)-3+f(10)-3+f(13)-3=
=1 =34,8-3+42,6-3+30,6-3+15-3+12-3 =405

(7(1)=0,18> 231"+ 124 +425-348 | S=405 (kv vahid)

Niimuna 4. Qatar.saat 07:00-dan 09:00-a gadar 90 km/saat siratle harakat
etmisdir. a) Qatarin harakat yolunun uzunlugunu miiayyan integralla ifads edin;
b) Miiayyan inteqgralin giymatini uygun sahanin giymati kimi tapin.

. . . surat, km/saat
Halli: a) Talab' olunan yolun uzunlugu adadi A

giymatca sakildaki rangli sahaya barabardir. 90

9
Busahaisa [90dt inteqraliils ifada olunur
7

L

ol 7 9 Zaman (saat)

b) Qatarin verilon zaman intervalinda getdiyi yolun uzunlugu giymatca sabit
f(x) = 90 funksiyasinin grafikinin [7;9] pargasinda ahata etdiyi dizbucaqglinin
sahasina barabardir. Bu diizbucaqglinin thndUrIUy[] 90, eniissAx=9-7=2ol-
dugundan saha 90 -2 = 180 olur, demali j90dt = 180.

7
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2
Niimuna 5. [ (2x + 3) dx integralini hesablayin.
0

Halli. Verilan miayyan inteqgral f(x) = 2x + 3
funksiyasinin grafikinin [0;2] parcasinda ahats et-
diyi sahanin adadi giymatina barabardir. Bu saha ;
isa baxilan halda trapesiyanin saha disturu il 4 [ ==
. (0;3
hesablana bilar:

8 A

’

3+7
2

2
2 =10,demali [(2x+3)dx =10.

0

N

Oyranma tapsiriglari

.

y= i—hiperbolasmm [1;4] parcasinda ahata etdiyi sahani sakildaki

dizbucaglilarin sahalari comi kimi tapin. Hesablamalari yiizdabir dagiglikla
aparin. Naticalari miigayisa edin.

Y y

1= 1=

Y o
X

of t 2 3 4 o] 1152253354 x

y=x,y=0,x=1, x=2 xatlari ilo hidudlanmis trapesiyani.qurun.

a) Malum disturla bu trapesiyanin sahasini tapin.

b) [1;2] parcasini 5 barabar hissays bolarak, trapesiyanin daxilina ¢akilmis
pillavari fiqurun sahasini hesablamagla bu trapesiyanin sahasinin tagribi
giymatini va alinan giymatin mitlaq xatasini tapin.

[0; 4] pargasinda y =%x2funksiyasm|n grafikini tasvir edin.

1)Verilan pargani avvalca n = 4, sonra isa n =8 sayda eyni uzunluglu pargalara
boélmakls, ayrinin verilan araligda shata etdiyi sahanin tagribi giymatini tapin:
a) 9yridan asagida qalan'diizbucaglilarin sahalari comi kimi;

b) 9yrini asan dlzbucaglilarin sahalari cami kimi.

2) Uygun sahani integralla ifads edin.

|i Verilan pargada funksiyanin grafiki ils shata olunan sahani hesablamagla

miayyan inteqralin giymatini tapin.
4

a) [3dx b) [ 2xdx c) f%xdx d) £(2x+3)dx

5

e) [ (10 — 2x)dx f) [|xdx g) f|x—1|dx h) _fz|x+1|dx
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Miiayyan integral va saha

|i Asagidaki situasiyalara uygun handasi tasvirlar ¢akin va talab olunan kamiyyati

muayyan inteqralla ifads edin:

a) Saat 11:00-dan 14:00-a gadar 75 km/saat sabit suratls harakat edan avto-
mobilin getdiyi yol;

b) Dagigada 5 litr su vuran nasosun ilk bir saat arzinds vurdugu suyun
miqdari.
1

1
3y = 5 YA
Ofx dx a oldugu malumdur va kub parabolanin fx) = 58

verilan parcada ahats etdiyi saha sakilde sxematik
tasvir edilmisdir. Uygun sahalari sxematik tasvir et-
makla inteqralin giymatini tapin. 70 1 X
1 2
a) L(x3+ 3)dx b) Jl(x- 1)3dx

Gostaris: Paralel koglirma, miiayyan inteqral va saha haggindaki bilikls-
rinizdan istifads edin.

Tatbiq tapsiriqlar

Qrafikds  zarraciyin  harakat sirsti(m/san) 3
verilmisdir. [1;6] zaman kssiyinda zarraciyin getdiyi . , v(t)
yolu tapmaq Ugiin | v(t)dt miayyan !

1 6
inteqralinin giymatini uygun sahanin qgiymati O 7, 3 4 5 >

olaraqg hesablayin. Zarraciyin orta suratini tapin.

f(x) funksiyasi grafikla verilmisdir va.g(x) = | f(t) dt kimi muayysn olunan
funksiyadir: YA
a) f(x) funksiyasinin grafikina gora :
g(x) funksiyasi ticlin cadvali tamamalayin;

b) Qiymatlar cadvalina gora g(x).funksiyasinin
grafikini qurun;

ffx

ol » v w

123456780910 X

x_|o|1]2[3]4]5|6]7[8 |9 o]
gl T 1T T T T T T T 1T

Siirat va gedilan yol.-Yusif 4 saniya arzinds itinin har

saniyadaki qacls suratini cadvalda geyd etmisdir.

t 0 1 2 3 4
v (m/san) 0 8 12 17 18
a) Cadvala gora grafik qurun; b)[0;4] parcasinda qgrafikin
shate etdiyi sahani hesablamagla itin gagdigi yolun
uzunlugunu tapin. Gostaris: Hesablama lgln avvalca zaman araliglarinin sol
uc nogtasinin giymatindan (haqiqi yoldan az), sonra isa sag uc néqtasinin
giymatindan (haqiqi yoldan ¢ox) istifads edin.
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Miiayyan inteqral va saha

|1_o, Marjinal maya dayarina goéra limumi maya dayari. x km yola asfalt

dosandikds marjinal maya dayari MC(x) = 0,5x> — 5x + 600 funksiyasi ila
miiayyan edilir. 40 km yola ¢akilan asfaltin maya dayarini tapin.

Gostaris: [0;40] pargasini 4 barabar pargaya bolmakla MC(x) funksiyasinin
grafikinin shata etdiyi sahani tagribi hesablayin.

. Uzunmiiddatli tapsirig. Sahani taxmini hesablamanin muxtalif Gsullari var.

Diizbucaqlilar lisulu
Saha kigik diizbucaqlilarin sahalari
cami kimi ifada edilir.

Trapesiya lisulu
Saha kicik trapesiyalarin
sahalari cami kimi'ifada
edilir
sag uc qiyms-
tina gora

sol uc giyma- y
tina gora

|

y

-
Ol Xo X1 X2 X3 Xa ‘x Ol Xo X1 X2 X3 Xa X

O Xo X1 X2 X3 Xa'x

1. [0;4] pargasini n = 4 sayda barabar hissaya bolmakla f(x) = \x + 1 funk-
siyasinin [0;4] pargasinda ahata etdiyi sahanin taxmini giymatini:

a) hiindirliyu sol uc giymatina géra miayyan etmakls kicik diizbucaqgllarin
sahalari comi kimi;

b) hiindirliyl sag uc giymatinae gbra miayyan etmakla kigik diizbucaglilarin
sahalari comi kimi;

c) kicik trapesiyalarin sahalari.cami kimi tapin.

4

v\ fix) = Vx+1 YA flx) = x +1 YA flx) = Vx+ 1
3L T S & I— -
2 217
1 1f ol
o1 2 3 4ax i 5 o % ol 172 3 a'x

— 1
[(\x + 1) dx = 5 5 oldugu malumdursa, har bif isulda alinmis naticanin
0

3

sahanin haqiqi giymatindan neca farqglandiyi haqda fikirlarinizi yazin. Hansi
Usulla alinan natica hagiqi giymata daha yaxindir?

2. f(x) funksiyasinin [a; b] parcasinda grafikini tasvir edin. n = 6 olmagla uygun

ayrixatli trapesiyanin sahasini:

a) duzbucaqghlar Gsulu ils, b) trapesiya Usulu ile hesablamagla miiayyan

integralin taqribi giymatini tapin.

6
1) [y 2) [ Inx dx
0 1
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Miiayyan integral. Nyuton-Leybnis diisturu

Praktik masgala Y N
1) f(x) = 2x funksiyasinin grafikini daftarinizda qurun va W
sakilda gostarilmis rangli sahani x-dan asili funksiya kimi \@
yazin.

2) S'(x) = f(x) oldugunu gostarin.

% IX ‘;X
[0; x] parcasinda manfi olmayan, kasilmaz f(x) funksiyasinin grafikinin shata et-
diyi saha S(x) olarsa, S'(x) = f(x) oldugunu gostarak.

YA
S(x) funksiyasinin téramasini tapmagq Uglin térama-
nin tarifindan istifads edak. T y=fix
$'(x) = lim S(x + h) = S(x) S (x)
h—0 h
5 X X

S(x + h) sahasi f funksiyasinin [0; x + h] pargasinda gurulmus grafikinin altinda
olan sahadirsa, S(x + h) — S(x) sahasi f funksiyasinin [x; x+ h] parcasi lizarinda qu-
rulan grafika uygun sahadir.

yA y A
] y=fx) ] y=fx
S (X + h) S(X+h) —S(X)

1
0 X x+h

>
0 X x+h “x

<Y

h sifira yaxinlasdigeca S(x + h) — S(x) sahasi eni h, hindurlayl f(x) olan
diizbucaqglinin sahasina yaxinlasir.

S(x+h)<S(X) = h- f(x).  Buradan wzﬂx)va

lim
h—0

M;S(X) lim f(x) = f(x),

yani S'(x) = f(x).

Demali, f(x)-in ibtidai funksiyalarindan biri F(x) funksiyasidirsa,
S(x) = F(x) + Colur.

Qrafik tasvirdan gorinduyl kimi, [a; b] parcasina y A
uygun saha barabardir: [0; b] par¢asina uygun saha
minus[0; a] pargasina uygun saha.

Yani, [a;b] parcasina uygun saha: S(b) -Sla)

S(b) —S(a) = F(b) + C—F(a) —C= F(b)—F(a).

o
Q
o
<Y

239



Miiayyan inteqral. Nyuton Leybnis diisturu

Niimuna 1. [2;5] pargasinda  f(x) = ix2 +3 funksiyasinin grafikinin ahata
etdiyi sahani tapin. >

A
Halli: S'(x) = f(x) oldugunu bilirik. Demali, 1)8 B .
B f(x):§x2+3
S'(x) =%x2 +3 . S'(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasinin g B
7 |-
Umumi saklini tapaq: S(x)=%x3+3x+c. 6|
5 -
Funksiyanin giymatlari farginda C sabitinin tasiri yox- 4 [
dur. Onda talab olunan saha ﬂzh_
S=5(5)-5(2)= 122, 15 (8 46 =162 i 48
15 15 5 0 123456 x

kvadrat vahid olar. b
S=Fb)—-F(a)vaS-= ff(x) dx saha dusturlarini miigayise edarak asagidaki
naticaya galirik: [a; b] parcasinda manfi olmayan kasilmaz f(x) funksiyasi tigtin
b
[fix)dx = F(b)—F(a).

Alinmis bu distur istanilan kaasilmazf(x) funksiyasi t¢tin da dogrudur.

Nyuton-Leybnis diisturu

integral hesabinin asas teoremi. f funksiyasi [a; b] parcasinda kasilmazdirsa
va F funksiyasi f-in ibtidai funksiyalarindan biridirss, onda

b
Jf(x)dx = F(b) = F(a).
Bu distura Nyuton - Leybnis disturu. deyilir ve
b b
[f(x)dx = F(x) |a =F(b) —F(a) kimi da yazihr.

Belalikla; f(x) funksiyasinin [a;b] pargasi lizra miayyan intergali onun har hansi
ibtidai funksiyasinin{a;b] pargasinda artimina harabardir.
Xisusi'halda, miayyan inteqralin.asagi va yuxari serhadlarinin giymati

barabar olarsa, miisyysn inteqralin giymati sifira barabardir: [ f(x)dx=0

b
[ f(x)dx muayyan integralini hesablamaq tgiin:

1. f(x)-in har hansi F(x) ibtidai funksiyasi tapilr.
2. F(x)-in x = a'vax = b nogtalarinda giymatlari hesablanir.
3. F(b) - F(a) farqi tapilir.

Niimuna 2. [-1;1] pargasinda y = e*funksiyasinin grafikinin

ohata etdiyin sahani tapin.
-1 -1 ol 17X

1
Halli: S= [e*dx =e ‘ = el-etl=e'- i—z 2,35(kv.vahid)

-1

1)
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/3

1
Niimuna 3. Mdiayyan inteqgrallari hesablayin:  a) [x2dx b) [ cosxdx
-2 0

3|1

1
: 1 (-2)* 1 8
Halli: a) [x2dy = ~—| = — — =t —=
)_{x dx = 3 73 3 3 t3 =3
i i
b) = sinx| =sin"—sin0=2>—0=-L
ofcosxdx sin x| : sin 6 sin0 5 0 5

Nimuna 4. Miuiayyan inteqralin manasini situasiyaya uygun izah edin.

P = P(t) funksiyasi ahalinin (milyonlarla) saymnin t ildan asililigini gostarir.

f{P(t)dt =2 inteqgralinin giymati hansi malumati ifada edir?

Halli: IP(t)dt 2 integralinin giymati gostarir ki, ahalinin sayi 8 il arzinda

2 milyon nafar artmigdir.

Oyranmea tapsiriglari

|L Muiayyan integrallari hesablayin.
3 2

4 1
l)Idx 2)j2dx 3)dex 4)fx2dx
-1 0 -2 0
1 5 1 81 1
5) f;?dx 6) 2Iﬁdx 7) {\/—; dx S)J%/xzdx
3 5 Ty H
9) | cos x dx 10) [ sin x dx 11)] dx 12)I sin?x ax
z 5 5 COsiX i
2 0 e 1 8 2
13) | e* dx 14) [ e dx 15) J—=dx 16) | x> dx
0 -1 1 -1

|£ [a;b] parcasinda grafiki verilmis f(x) funksiyasi tG¢lin ff(x)dx integralini

hesablayin. A
a) 0 7 2 e)

YA 6l

4_
f(x) =cos x fix)=e

2_

X
%o O (%0 (0;2)
ol 1 > x



Miiayyan inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu

|i Miayyan inteqrallari hesablayin.

a)f1(1—2x) dx b)£(2+3x) dx c) [1(3x2-2x+1) dx
d) :[Z(X—XS)dx e) Ix3(x+ 1)dx ) 1J(xz— iT)dX
2 2.3 4 x+1
g) 1I(x—%)zolx h) IIGXX;Z"dx i Jde
j) I(\/’?_ 1)%dx k) [ (x+1)(x2—1)dx 1) [ (2x—1)%dx
% In3 1
m) Jsin 2xdx n) 0jeZde p) J ST dx

|i Tapin:

a) y = x* + 2x ayrisinin [0; 2] parcasinda ahata etdiyi sahani;
b) y = x> - 1 ayrisinin [1; 3] parcasinda ahata etdiyi sahani.

|i Funksiya grafikinin verilmis parcada ahata etdiyi rangli sahani miayyan
inteqralin tatbiqi ila hesablayin.

y=2% [1;3] yEX5 0031 y=ue; [0;1] y=1-x5 L1
yA yA yA
8 T y“
VA v IMy=x . 2
6 y—%x, 777777 \\ ; L y§=x3 y=1l-x
AL/ ‘o . /
M ) Z rrr 0,5 — 5 >
24 \i3 > / 4 \ X
1 }A 2 950 0;5 X -

g $/ - 1
0 12347 32101234 / \

|i Verilan <xatlorla hidudlanmis sahalari miayyan integralin kdmayils

hesablayin.
a)y=x*+1,y=0,x=2,x=3 b)y=9-x%y=0,x=2,x=3
c)y:sin2x,y=0,x:0,x=% dy=e,y=0,x=0,x=1
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Tatbiq tapsiriglan

Dayisan qiivvanin isi. F qlivvasi sabit olub diiz xatt boyunca yonalmissa, bu
harakatda s yolunda gorilan is A = F - s diisturu ils hesablanir. Dayisan
qlvvanin [x; x+dx] par¢asinda sabit galdigini va F(x)-a barabar oldugunu gabul
etsak, uzunlugu dx olan pargada gorilan is dA = F(x) dx olar.

b

Onda [a;b] yolunda(parcasinda) F(x) qiivvasinin isi A = | F(x) dx disturuile
hesablanar. ’

Niimuna. Huk ganununa goéra yayi x gadar dartan F qlivvasi F = kx dlsturu ila
hesablanir. Burada k miitanasiblik amsalidir. 5 sm dartilmis yayin elastiklik
glivvasi 3 N-a barabardir. Bu yay1 5 sm dartmagq t¢lin na_gadar is gérmak
lazimdir?

Halli: Sarta gora 3 = k - 0,05. Belalikls, k = 60, F= 60 x va

0,05 0,05

A =] 60x dx = 30x¥ =30-0,052=0,075 (Coul)
0 0

IL Miayyan integralin hansi malumati ifadas etdiyini yazin. .
a) R(t) funksiyasi satis hacminin (yliz min manatla) zamandan (ills) asili

2
dayismasini ifada edir. JR(t)dt =12 muayyan inteqral nayi ifads edir?

b) v(t) funksiyasi t saniys anindaki siirati (m/san ila) gostarir.
10

[v(t)dt = 4,5miayyen inteqrali nayi ifads edir?

0

|& Fizika. Tacriiba zamani zarraciyin siratinin (m/san ila) zamandan asihhiginin
v(t) = = 0,3t + 9t kimi oldugu miiayyan edildi.
a) ilk'5 saniys arzinds zarracik na gadar yol gedar?
b) Zarracik névbati 5 saniya arzinds na gadar yol gedar?

Ii Elektrik enerjisindan istifads. Kicik miassisanin glin arzinda istehlak etdiyi
elektrik enerjisinin gliciinin (kilovatt) t zamanindan asililigi
K(t) = 10 te* funksiyasi ila modellasdirila bilar. Burada t, saatla vaxti
gostarir va [0;24] araligindadir.

a) Glnln ilk' T saatinda (0 <t < T) miassisa ne¢a y.
kilovat-saat elektrik enerjisi istifada edir?

b) Glnin ilk 4 saatinda nega kilovat-saat elektrik en-
erjisi istifads edilmisdir?

Gostaris: K(t) = 10 te™* funksiyasinin ibtidai
funksiyalarindan birinin —10(t+1)e*oldugunu nazara
ahn.

K(t) = 10 te™
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m. Satis hacmi. Sirkatin marketing prognozlarina gérs mahsullarinin satis

|15.

hacmi miitamadi olaraq S'(t) = 20e %2t funksiyasi ile dayismalidir.

S'(t), t-ci glinda satis hacminin artimini (min manatla) gostarir.

a) ilk 5 glindaki satis hacmi taxminan na gadar olacaq?

b) 2-ci glindan 5-ci glinlina gadarki satis hacmini miayyan edin.
Gostaris: Bu halda miayyan integralin sarhadlari 1-dan 5-2 gadar olacag.

. a) Zarracik v(t) = 4 — 2t (m/san) surati ile diizxatli harakat edir, burada

0< t £ 2. Zarraciyin 2 saniya middatinda getdiyi yolu tapin.

b) Zarracik v(t) = t2 + 2t (m/san) siirati ila diizxatli harakat edir. ilk 3 saniya
arzinda gedilan yolu tapin.

c) Zarracik v(t) =|2t — 6| (m/san) slrati ilo dlzxatli harakat edir, burada

0 < t<6. ilk 6 saniya arzinda gedilan yolu tapin.

. Zarracik v(t) = 100 - 10t (m/san) surati ila diizxatli harakat edir. Zarraciyin ilk

15 saniya arzinda getdiyi yolu hesablayin.
Gostaris: Gedilan yolu 0-dan 10'saniyaya va 10 saniya anindan 15 saniyaya
gadar gedilan yollarin cami kimi yazin.

. Hacmin dayismasi. Cana r(t) = 200 — 10t (I/daq) siiratiila su doldurulur. ilk 10

daqgiga middatinda gandakisuyun hacminin artimini miayyan integralla ifada
edin va hesablayin.

. Sayin dayismasi. Odama avtomatinin xidmatindan istifads edan mistarilarin

sayinin zamandan asili deyisma siratini F(t) = 12 + 6:cos (%) funksiyasi ila
modellasdirmak.olar. Burada t zamani (dagigalarls) gostarir.

60 dagige arzinds avtomatin xidmat gostardiyi adamlarin sayini (tam adada
yuvarlaglasdirmagla) tapin.

Goliin tamizlanmasi. y = 20e-%% funksiyasi ila gdldan g¢ixarilan tullantilarin
hacminin dayismasini (ton/il) modellasdirmak olar. Burada t, 2000-ci ildan
baslayaraq illarin sayini gostarir. 2000-ci ildean 2010-cu ila gadar goldan
tamizlanan tullantilarin hacmini miayyan edin.

. Fizika. Hiik ganunu. a) 2N qlvva yayil 1 sm sixirsa, bu yayi 2 sm sixmaq Uglin

na gadar is gormak lazimdir?
b) 3N qlivva yayl 1sm dartir. Yayi 4 sm dartmagq Gglin gorilan isi hesablayin.
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Miiayyan integralin xassalari

Muiayyan inteqralin bazi xassalarini geyd edak.
Xassa 1. Miayyan inteqralin giymati inteqrallama dayisanindan asili deyil:

g flx)dx = J flt)dt = J f6)de

b b
Xassa 2. istanilan k adadi ticiin [ kfix)dx = k [ f(x)dx barabarliyi dogrudur.

45

2 2 3 2 3
Nimuna. 3y = 3y = —— x4 = 2 (94 _ 14) = ——
1f3xdx 31dex 4 X‘l 4(2 14) Z

Xassa 3. fva g funksiyalari [a; b] parcasinda kasilmazdirss,

b b b
[ (00 £ gx)ax=" [(fixdx £ | glx)dx

barabarliyi dogrudur.

. 1 H ¢ ol 1 2
Nimuna. J(e" +x2) dx = Jede+ szdx= ex‘o + ?L =(e'-e% + 3 e- 3
y
Xasso 4. a<c<bva fx) funksiyasi [a; b] pargasinda
kasilmazdirss,
b c b >
[ fix)dx = [fix)dx+ | fix)dx ol ¢ box

f(x) funksiyasinin [a; b] par¢asinda
ahata etdiyi saha iki sahanin camina
barabarliyi dogrudur. barabardir. S=Si+5:

[ Ao = ford + | finpe

4
Nimuna. leldmﬂayyan integralini hesablayin.
Halli x X200 ugund
: = ! oldugundan,
x= {—x, x<0 g
4 0 4 0 2 4
X2 X
dx = )(-x)dx + dx =-=| + =—| =
_lel _fa( X)dx Jx X 5 ‘_3 2L
3-2-10
_1

1 9
= 02—(-3)?) +—(42-0%)=—+8=12,5
S (0=(-3) + (=07 =
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Xassa 5. Miayyan inteqralin sarhadlarinin yerini dayisdikda inteqgralin isarasi
aksina dayisir. b a
J fx)dx = - | fix)dx

Dogrudan da, ff(x)dx =F(b)—F(a) =—( F(a) = F(b) ) =— jf(x)dx

Biz indiya gadar funksiyanin grafikinin shats etdiyi saha dedikda funksiyanin
manfi olmadigi sartini qeyd edirdik. Bas, funksiyanin grafikinin verilan araligda
ohata etdiyi saha ham x oxundan asagida, ham da yuxarida yerlasirsa, Umumi
saha miayyan inteqgralin kdmayila ne¢a hesablanmalidir? Bu halda mlayyan
integralin yuxarida geyd olunan xassasindan.istifada etmak olar.

Saha x oxundan yuxarida yerlasir!

b > a sortile a < x < b araliginda f(x) 2 0 olarsa,
f funksiyasinin grafiki x oxundan yuxarida yerlasir va
sahani ifada edan inteqgralin giymati misbat olur.

b
S=|f(x)dx>0
Saha x oxundan asagida yerlasir! ‘
b > a sortile a < x < b araliginda f(x) <0 olarsa,

f funksiyasinin grafiki x oxundan asagida yerlasir va uygun
integralin giymati manfi olur.

Aydindir ki, sahanin adadi giymati manfi ola bilmaz, ona gora b
da bu halda Gmumi sahani hesablayarkan miayysn | f(x)dx<0
integralin mitlag giymatindan istifads edilir. ‘

S=| [ x| == fix)dx = j fix)alx

Tutaq ki, [a;c] araliginda f(x) funksiyasinin gra- v |
fikinin shata etdiyi saha iki hissadan:

[a;b] parcasinda ahats etdiyi S: va [b;c] parga-
sinda ahata etdiyi Sz sahalarindan ibaratdir.

Sz

o
~
Q
(a))
<y

b
[a;b] parcasinda ]f(x)dx >0,

c y=5x)
[b;c] parcasinda jf(x)dx <0 olduguna gora
b

b c
imumi saha: S=S1+S; = [f(X)dx + | [ fix)dx/
a b

= lf(x)dx - ff(X)dX = J?f(X)dX +jbf(x)dx olar.
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Miiayyan inteqralin xassalari

Niimuna. Ranglanmis sahani tapin.

. T n 3%
Halli: [0,—] parcasinda cos x > 0, [—;—
[0;~1 par¢ [2 5 ]

parcasinda cos x < 0 oldugundan alariqg:
z E13

2 2
S=S:1+ Sz=fcosxdx—fcosxdx=
0 T

2
3n
2 3n T
o e — . i o _ in 2 e —) =
—smx|0 sme (sin 5 sin 0) — (sin 5 ~sin 2)

SIE]

2

=(1-0) - (-1-1) =3 (kv.vahid)

Xassa 5. [a;b] pargasinda f(x) = c olarsa,
asagidaki barabarlik dog .

b
chx=c(b—a)

Oyranmea tapsiriglari

)] (34x-30) dx

c)

[sin X dx

SR —w|a

Ii Verilmis xatlarla dlanmis sahani tapin.
a)y=x*-5x+4vay=0 b)y=4x-x*vay=0

iyanin grafiki ils absis oxunun hidudlandirdigi sahani

X+2,x<3 1-x%4,x<0
b)gl) = 11_x x>0
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Miiayyan integralin xassalari

5.

7.

ls.

Muayyan inteqralin xassalarindan istifada etmakla asagidaki barabarliklarin
dogru oldugunu gostarin.

a) 31 flx) dx =] flx) dx = g fix) dx b)_{ fx) dx — SJ £x) dx = [ f(x) dx

a) y = x® - 9x funksiyasinin grafiki ile = b) y = sin x funksiyasinin grafiki ila
absis oxunun hiidudlandirdigi rangli  absis oxunun hiidudlandirdigi rangli

hissanin sahasini tapin. hissanin sahasini tapin.
YA

y=x3-9x_ 127 y?

A
.7 y =sinx

v
A
N
-

No
.
N
IS
o

3

O

N O b & AR
PR

I
o

F(x) = [ flt)dt olarsa, rangli hissalarin ve-
0

rilmis sahalarina gora. tapin:
a) F(2); b) F(5); €) F(8).

a) Sakilda p(x) funksiyasinin grafiki verilmisdir.
6 10

[ p(x)dx=-10va " [ p(x)dx = 2 olduguna gora
2 2

10
fp(x)dx integralini tapin.
6

b) Sakilda g(x) funksiyasinin grafiki verimisdir.

jq(X)dx =-3, jq(X)dx =5 va }q(x)dx =-11

" ;
olduguna gora jq(x)dx muayyan inteqralinin i -
s I8 5 ol_/4 7Xx

giymatini tapin:

c-nin_hansi misbat giymatlarinda:

a) ¥ = 2x, y = 0 va x = ¢ xatlari ila hiidudlanmis fiqurun sahasi 4-a barabardir?
b)y=x*+c,y=0, x=0, x =3 xatlari ila hidudlanmis fiqurun sahasi

15-3 barabardir?

248



Miiayyan integralin xassalari

|1_0. Uzunmiiddatli tapsiriq. Ciit va tak funksiyanin simmetrik parcada miiayyan
inteqgral.

Cut funksiyanin f(—x) = f(x) barabarliyini 6dadiyi va grafikinin ordinat oxuna
nazaran simmetrik oldugu malumdur. Masalan, f(x) =|x, f(x) = cos x,

fix) =x"(n =2k, ke Z)funksiyalari cttddr.

Tak funksiyanin isa f(x) = — f(x) barabarliyini 6dadiyi va grafikinin koordinat
baslangicina nazaran simmetrik oldugu malumdur. Masalan, f(x) = sin X,
fix)=x",(n=2k+1, ke Z) funksiyalar takdir.

integrallama sarhadlari koordinat baslangicina nazaran simmetrik oldugda ciit
va tak funksiyanin miiayyan inteqrali ticlin asagidaki barabarliklar dogrudur:

Ciit funksiya: Jqf(x)dx =2 Jqf(x)dx Tok funksiya: [fx)dx =0
-a 0 -a
yA yA
flx) E
R a
R R -2 0| \R| x
—a 0 a x fix)

Cit va ya tak funksiyanin xassasindan istifads etmakla hesablayin:

2 /2
a) [ (x*- 2x®)dx b) [ (cos x - 4'sin*x)dx
-2 -1/2
2 2 2 2 2 52
a) [(x*=2)dx = [ x‘dx- 2 [xdx="2 [xtdx—2 [xPdx = 2. 5.8,
-2 ) 2 0 ) 50 5

H—

/2 /2 T[/Z. /2
b) [(cos x-4sin3x)dx = [cosxdx -4 [sin®xdx = 2 [ cosxdx=
-n/2 -1t/2 -n/2 0

/2

0
= 25inx|0= 2(1-0)=2.

Asagidaki tapsiriglari yerina yetirin.

1. Tak va ciit funksiyalarin téramasinin tak va ya clit olmasi hagqinda yazin.

2. integralalti funksiyanin tak va ya ciit olmasina géra miiayyan integrali
hesablayin.

a)fncosxdx b)jnsinxdx c)jzx3 dx d)f(1—|x|)dx

-
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yrilarla hiidudlanmis fiqurun sahasi

Tutaq ki, f ve g funksiyalarinin grafiklari ilo htidudlanmis fiqurun sahasinin
tapilmasi talab olunur. S$akilda gdstarilmis S2 sahasindan Si sahasini ¢ixmagla
talab olunan S sahasini tapa bilarik. Har bir sahani ise uygun funksiyanin verilan
araligdaki miayyan integrali kimi hesablamaq olar.

(x) dx So= [ flx) dx Si= ig(x) dx

a

Bu fikirlari asagidaki kimi Gmumilasdirmak olar.
[a;b] parcasinda kasilmaz f va g funksiyalari tGg¢lin bu ¥ i[f(x)—g(x)] dx
parcada f(x) 2 g(x) sarti 6danarsa (yani, f(x)-in grafiki
batunlikls g(x)-in grafikindan yuxarida yerlasarsa), f(x),
g(x) funksiyalarinin grafiklari va x =.a, x = b duz xatlari
ila hiidudlanmis sahani miayyan inteqgralla

Y

b
s= [[fix) -g(x)]dx kimiifadsetmak olar. o a b x

Funksiyalarin grafiklarininiortag’néqtasi yoxdur.
Niimuna 1. f(x) = x> + 2 va g(x) = =x funksiyalarinin grafiklari va x = 0,
x =1 diz xatlari ila hidudlanmis sahani tapin.

. 1 1 f(x)=x*+2
Halli: &= [[f(x) - g(x)] dx = [T0x2 +2) = (= x)]elx =

1 1 1 1
= [+ x+2) dx= f\ +L2| +2x\=i+i+2=£
i 2 tXI=73

.
3 2 6 '

o 2 X%
—J(\g(x):—x

Halli: Funksiyalarin grafiklarinin kasisma noqgtalarinin absislarini tapag.
2x-1=x*-4, x>*-2x-3=0, x=-1vax=3.

x-in bu giymatlari miayyan integralin sarhadlarini gostarir.

Onda axtarilan saha

Nimuna 2. y = 2x — 1 va y = x> — 4 funksiyalarinin
grafiklari ila hiidudlanmis sahani hesablayin.

S= _[[(2x—1)—(x2—4)] dx = i(2x—x2+3)dx=

33 3
= xz‘ - 1‘+ 3x ‘ = 103 kv. vahid olar.
35 -1 3
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yrilarla hiidudlanmis fiqurun sahasi

Funksiyalarin grafiklarinin ikidan ¢ox sayda kasisma noqtasi var.
Y,

Niumuna 3. f(x) = 3x3 - x2 - 10x va g(x) = -x*>+ 2x
funksiyalarinin grafiklari ila hiidudlanmis sahani hesab-
layin.

Halli: Funksiyalarin grafiklarinin kasisma noqtalarinin
absislarini tapag.

3x3 - x?2-10x=—-x?+ 2x
3x3-12x=0
3x(x2-4)=0 250 B 100
x=0,x=2,x=-2.

Demali, grafiklar absislari -2; 0; 2 olan noqtalarda kasisirlar.

Funksiyalarin grafiklarinden da «goriindiiyl kimi, axtarilan saha [-2;0]
parcasinda va [0;2] pargasinda grafiklarla hiidudlanan sahalarin comina bara-
bardir.

[-2;0] araliginda f(x) = g(x), [0;2] araliginda isa g(x) = f(x). oldugundan
(funksiyalarin farginin inteqgralini yazarkan bunlar nazars alinir):

5= f [fix) - glx)] dx + [ g(x) = flx)] dx =

0 2
= J(?,x3 -12x) dx + _[(—E%x3 +12x) dx =
-2 0

-3x*
4

= (ﬁ— 6x2) |0+ (

2
P +6x2) | =-(12-24)+ (-12+24)=24
0

2
! Talab olunan sahani j| f(x) = g(x)| dx integralina géra da hesablayin. Hansi
naticani aldiniz? i

Nimuna 4. Maktabin ganc konstruktorlar klubunun dzvlari avtomobilin
muharrikini takmillasdirarak atmosfera daha az tullanti buraxan yeni miiharrik
dizaltdiklarini disundrlar. Yeni miharrikin t-ci ilde atmosfera buraxdigi ¢irkli
zarraciklarin sayiin dayismasini (milyardlarla) E(t) = 2t2 kimi, avvalki miharrikin
buraxdigi cirkli zarraciklarin sayiniisa C(t) = 9 + t>kimi ifada etmak olar.

a) Neganci‘ilda bu muharriklar atmosfera eyni migdarda cirkli zarraciklar
atacaqg?

b) Bu middatda onlarin atmosfera buraxdigi ¢irkli zarraciklarin Gmumi sayi
arasindaki farq na gadar olacaq?
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oyrilarla hiidudlanmis fiqurun sahasi

Halli: a) E(t) = C(t) 6dandiyi ilda tullanti zarraciklarin sayi barabar olacaqdir:

22 =9 + 12,

t2=9, t=3, t=-3.
t = -3 masalenin mazmununa uygun deyil. Demali, istifadanin 3-ci ilinda yeni
miharrik da avvalki miharrik gadar cirkli tullanti veracak.

b) Tullantilarin Gmumi migdarindaki farg bu funksiyalarin
[0;3] araliginda ahats etdiklari sahalarin fargina 18
barabardir.

f [C(t) - E(t)] dx = f(9 +12) - 28] dx =

3 2 3
=[(9-1) dx=(9t- i3) ‘ =27.49= 18 (milyard zarracik)
0 0

Oyranmea tapsiriglan

|L Verilmis xatlarla hiidudlanmis sahani hesablayin. Qrafik tasvir edin.

a)f(x)=x2+1,g(x)=x,x=-1,x=2
b)f(x)=1-x%g(x)=x+2,x=-2,x=2
of(x)=x%g(x)=1,x=2,x=3
d) f (x)24, g(x) =\, x=0,x=4

|£ Rangli sahani hesablayin.

a) b) c)

=942 i GRP
y=2¢+1, y=75+2x=4 fx)=4x-x%, g (x)=x*—6x+8

x=0,x=1

f=9-(%

\ Ii

NS DO [ S5
e
<Y

i
~—

=3
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oyrilarla hiidudlanmis fiqurun sahasi

3.

Ranglanmis sahani hesablayin.

a) f(x)=x*+3x*—9x—-12 b) f(x)=cosxvay=0,5 0<x<m

la.

ls.
lo.

g(x)=4x+3

\ f(x) = cos x

Z'; g(x)=0,5
A

-2/-1 0 12 4 X

(-5;-17)

Verilmis xatlarle hiidudlanmis sahani grafik tasvir edin va hesablayin.

a)y=x*+1,y=2x,x=-1 b)y=\/;,y=0,x:4
cy=x3,y=-x,x=2 dy=e,y=1x=2
Funksiyalarin grafiklari ila hiidudlanmis sahani hesablayin.
a) y=x*-2vay=2 b) y=2x-x*vay=-3
c)y=2x-x’vay=x d)y=-x3+6xvay=-x2

Funksiyalarin grafiklarini verilmis par¢ada qurun, hidudlandirdiglari sahani
hesablayin.

a)y=x3vay=x>-2x, xe [-1; 1]
b)y=x*+1vay=x+3, xe [=1; 3]
c)y=\/7vay=1 xe [0; 4]

d) y =sinxva y = cosx, xe [0; ]

Funksiyalarin grafiklari ile hiidudlanmis sahani hesablayin.
a)y=x4,y=2-xy=0 cy=ey=e,y=e*

b)y=x},y=2-x,y=0 d)y=x,y=%,y=e

Topaleri (2;-3), (4; 6);(6; 1) ndgtalarinda olan lgbucagin sahasini miayyan
integralin kdmayils tapin.
Ranglanmis sahani hesablayin.

b)y=x3-3xvay+2x=0
Y
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yrilarla hiidudlanmis fiqurun sahasi

m. iki cisim eyni anda eyni néqtadan eyni istiqgamatda diizxatli harakata

basladi. Cisimlardan biri vi(t) = 9% + 2t (m/san) siirati ils, digari isa

v2(t) = 2t (m/san) strati ila harakat edir.

a) Harakata basladigdan 4 saniya sonra cisimlar arasindaki masafani tapin.
b) Harakata basladigdan nega saniya sonra cisimlar arasindaki masafa
81m olar?

. Sirkatin x sayda telefon istehsalina sarf etdiyi xarclar

C(x) =0,01x% - 3x + 229, galiri isa R(x) = 429 - 2x funksiyalariila.modellasdirilir.
Bu funksiyalarin grafiklari ve x = 0 diiz xatti-arasinda galan sahani hesablayin.
Bu sahanin giymatini real situasiyaya uygun izah edin.

. Layiha isi. Miiayyan inteqral va miistavi fiqurlarin sahasi

e Moasalalari miiayyan inteqralin kdmayila hall edin.
e isbatlari handasi tisullarin kémayila da yazib gostarin.
e integrallamanin kémayila isbatedils bilon daha iki masala fikirlasin.

1) Verilan ligbucaglara gora licbucagin sahasinin oturacagi ils hiindurliyi
hasilinin yarisina barabar oldugunu xatlarls hiidudlanmig sahani miayyan-
etma gaydasindan istifads etmakls ishat edin.

a) Diizbucaqli.iigchucaq. Gostaris: y = f(x) funksiyasinin
y = kx + b.diiz xattin tanliyi ils ifada olundugunu nazars
alaraq f funksiyasini miiayyan edin.

b) ixtiyari Gigbucaq. Ugbucagin taraflarini tizarinda

saxlayan diiz xatlarin tanliklarinin neca alindigini yazib “" C)

izah edin.

ol (@o X

2) GOy rangli hissanin sahasini y = \/;funksiyasmln
verilan parcada ahata etdiyi sahadan licbucagin !
sahasini ¢gixmagla tapin.
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Miiayyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Bildiyimiz kimi saha miustavi fiqurlarin adadi ol¢lstdir.
Hacm isa faza cisimlarinin adadi 6lglistidir. Bir sira fiqurlarin
hacmini hesablamaq Uglin handasi disturlar miayyan|
edilmisdir. Masalan, dlizbucaqli paralelepipedin hacminin

V=abc, piramidanin hacminin V = ;— Soth,

silin-drin hacminin V = wr?h, kiiranin hacminin V =

w|-l>

e,

konusun hacminin V =%nr2h oldugunu bilirik.

Cisimlarin hacminin hesablanmasinin mixtalif Gsullari vardir. Onlardan biri
dilimlama Gsuludur (kasiklari toplama). Bu tsulla Kavalyeri prinsipindan

tanisig. Bu Gsulla ham kasiklari dayismayan, masalan, silindr kimi, ham da
kasiklari dayisan, masalan, piramida kimi fiqurlarin hacmlarini tapmagq olar.

YA

b=x3

eyni kasikli
muxtalif kasikli

Har bir dilimin haecmini hesablayib onlari toplamagla fiqgurun hacmini tapmaq
olar. Tutaq ki, xindqtasindan kegan kasiyin sahasi S(xi) -dir. Demali, agar fiqur
i =1,2,3, .../sayda dilima bolunarsa va_har bir dilimin hindlrliylu Ax,
oturacaginin sahasi S(xi) olarsa, fiqurun hacmini bu dilimlarin hacmlari (Vi)
cami kimi ifads etmak olar:

V= 5S(xi)Ax
integralin tarifina gora foza fiqurunun hacmi asagidaki kimi hesablanar:

n b
V=lim 3S(x))Ax = [ S(x)dx,
n—ee ™ a

b
V= ! S(x)dx
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Miiayyan integral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Dilimloma Usulu ila fiqurlarin hacmini hesablamaq ticiin asagidaki
addimlari yerina yetirmak lazimdir.

1. Uygun sakil ¢akilir, en kasiyininin (dilimin) formasi miayyan edilir
2. En kasiyin sahasi miayyan dayisanin funksiyasi kimi yazilir.

3. Bu funksiyanin verilan parcada miayyan inteqgrali yazilir va hacm
hesablanir.

Niimuna 1. Oturacaginin tarafi a, hindurliyl h olan dizgin doérdbucagli
piramidanin hacm disturunu dilimlama Usulu ila miayyan edin.

1) Verilan piramidanin oturacaga paralel istanilon mistaviils kasiyi do kvadratdir.
2) Toapadan x masafada kegiriloan mistavi.ila kasiyin sahasini S(x) ils isara edak.

Alinmis piramidalarin oxsarligindan

S(x)

X
—p = (T)Z minasibatini alirig.

ax )2

Buradan: S(x)= (73

3) Piramidanin‘hacmi:
h hoax B
VA R - S

Firlanmadan alinan dairavi‘en kasikli faza fiqurlari va onlarin hacmi

Sakildaki fiqur [a; b] parcasinda kasilmaz f(x) funksyasinin grafikinin ahats etdiyi
mistavi hissasinin x oxu atrafinda firlanmasindan alinmisdir.

YA flx

=y

L
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Miiayyan integral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Firlanmadan alinan cismin hacmini miayyan etmak lg¢ln basqga bir nimunaya
baxag.

r=fxi), f(xi) 20

Sakildaki firlanma cismi f(x) funksiyasi grafikinin [a; b] pargasinda hiidudlandir-
dig1 mustavi hissanin x oxu atrafinda firlanmasindan alinmisdir.

[a; b] parcasini eyniuzunluglu kicik A x parcalarina boélsak, figurun hacmini sonsuz
kigik silindrlarin hacmlari comi kimi taxmin etmak olar. Har bir kigik silindrin
hacmini mt[(f(x)]?Ax kimi ifade etmak miumkin oldugundan firlanmadan alinan
fiqurun hacmi

b
v= 7 (fardy

dusturu ila hesablanar.

Niimuna 2. f(x) = x> + 1 funksiyasinin [-1; 2] pargasinda
ohato etdiyi fiqurun x oxu atrafinda firlanmasindan
alinan cismin hacminini hesablayin:

Firlanma fiqgurunun hacm diisturuna gora axtarilan
fiqurun hacmi

2 2
V= n{(x2+ 1)%dx= m- {(x4+ 2x*+1)dx =

)é“f(x)=xz+1
5
i E 2 B 16 1 o :
_n;(?+3—+ )| == 5 *3 53 = 2
=SNG
=2
-3
33418 . 23an_ 78m .
-n(5+3+3)— TR kub vahid olar. -
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Miiayyan integral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

Nimuna 3. Oturacaginin radiusu r, hindurliyd h olan konusun hacmini tapin.
r o
f(x)= —xh oldugundan, ﬂ

Jh r’x? -

dx =

h
_ _x -
V—nof( p Ydx =m N @ o)

h
nr’h .
= —5— olar. Konusun hacmi: ==

23
3h?

0

Oyranma tapsiriglari

E Funksiya grafikinin verilan par¢ada aha
atrafinda firlanmasindan alina in hac

a)fix) =x+1, [0;3]

y=¢

|£ Rangli hissa
va hacmini

258



Miiayyan inteqral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

|i Verilan xatlarle hiidudlanmis fiqurun absis oxu atrafinda firlanmasindan alinan

cismin hacmini hesablayin.

1)y=5,y=0,x=1,x=3

2)y=x,y=0,x=0,x=2

3)y=x+1,y=0,x=0,x=2

4)y=%,y=0,x=1,x=3

5)y=\/;,y=0,x=1,x=4

6)y=e,y=0,x=-2,x=5
7)y=\xy=x
8)y=2-x*,y=1
9)y=x3,y=x

10)y=x+3,y=2,x=0,x=4

Verilmis xatlarla hiidudlanmis mistavi fiqurun x oxu atrafinda firlanmasindan
alinan cismin hacmini tapin.
a)y=2\/;,y=0,x=3,x=7

a)y=VR2—x2 (-REx<R)vay =
0 xatlariila hidudlanmis mists-
vi fiqurun x oxu strafinda firlan-
masindan alinan kiranin hacm

diisturunu gixarin.

YA

=Y

259

b) y = b y =2
YA
y=x
1 -
@
— L >
Of\ ™. 1 X
_1_

b) y=VR?—x2, R-H<x<R,y=0va
x=R—H (0<H<R) xatlari ila hiidudlanmis
mustavi fiqurun x oxu atrafinda firlan-
masindan alinan kiire seqmentinin
hacm disturunu gixarin.

YA




Miiayyan integral va firlanmadan alinan fiqurlarin hacmi

l6.

a)y =x*+2, y=(x—2)?funksiyalarinin gra- A R

fiklari va koordinat oxlari il ahata edilmis 251 ¥y=x*2

rongli hissanin x oxu atrafinda firlan- 209

masindan alinan faza fiqurunun hacmini 157

tapin. Gostaris. Hacmi [0;0,5] va [0,5;2] 107

arahliglari Gizra olmagla iki integralin comi kimi 0,5

hesablayin. 0

b) y =6 va y = x2+ 2 funksiyalarinin grafiklari " /
va ordinat oxu ilo ahata edilmis muistavi y=6

hissasinin x oxu atrafinda firlanmasindan
alinan faza fiqurunun hacmini tapin.
Gostaris. Hacmi iki inteqralin fargi kimi
hesablayin. 0] 1 2 X

Uzunmiiddatli tapsiriq. 1) Misirds yerlasan Boyiik Giza Piramidasinin 6l¢ilari
fitlo (feet) sakilda verildiyi kimidir. Bu verilanlars géra piramidanin hacmini
miayyan inteqralin kémayila hesablayin..

A 150

Tapsirigl yerina yetirmaya sahifa 253-daki Ndmuna 1 tapsirigini yenidan yazib
hall etmakla baslayin.

2) Diizgiin piramidanin oturacaginin tarafi 5 m, hiindirliyi 3 m-dir. Olgilari
bu o6lgllarin yarisi gadar olan piramidanin hacmi bu piramidadan neca
farqglanacak?

3) Evin daminin yer sathina paralel kasiklari diizbucagh saklinds, evin uzunu
boyu yer sathina perpendikulyar kasiklari isa Gigbugaq saklindadir. Damin otu-
racagindaki diizbucaglinin dlgiilari 1m x 2m, Gigbucagin oturacagi 1 m, hiindr-
lGyl isa 0,5 m-dir. Damin hacmini hesablayin.
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Umumilasdirici tapsiriglar

|£ integrallama gaydalarini tatbiq etmakla ibtidai funksiyani tapin.

a) fix) = (%X -2)° b) fix) = (9 —4x)7 c) fix) = 3—96x
|2. integrallari tapin.
a) J(x + Vx)? dx b)] XQ/_;S dx ¢) [(cosB + sin@) db

3. jsf(x)dx =5, fg(x)dx =-2, ff(x)dx =2, Fg(x)dx =1 oldugu malumdur.

Verilanlara gora talab olunan integrallari tapin.
3

a) [ [fix) + g(x)ldx b) [ [5f(x).~ 3g(x)ldx  .¢) { [2f(x) = 3g(x)]dx

|i f(x) asas dovri 2-ya barabar olan tak funksiya va
1
[ fix)dx =% olduguna goras asagidakilari miiayyan
0

edin.

a) _flf(x)dx b) Jl f(x)dx c) f f(x)dx d) jz'lf(x)dx

|i Muayyan inteqrallari hesablayin.

a) f(xa—x2+4x) dx b) f(x99+1) dx c) j‘(x_v;) dx

|6. Verilan xatlarls hiidudlanmis fiqurun absis oxu atrafinda firlanmasindan alinan
cismin hacmini hesablayin.

a)y=sinx,y=0,0$xs% b)y=3-|x,y=0

IL Rangli hissalarin verilmis sahalarina gora
integrall hesablayin:

7

Dffdde b)[fde o fdr

3
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Umunmilasdirici tapsinqglar

|& Handasi manasina asaslanaraq verilmis integrali hesablayin.

y y

fx)=5-V9—(x—4)
a)  4[fW=2+Va-(x-ay

6 6
2 m [ flx) dx ) [ fx) dx
2 1
0] 2 4 6 x (6] 2 4 6 x
Rangli sahani miayyan inteqralin kdmayila hesablayin.
y y
f(x) =sin(1,5x) + 3 f(x) =2+ cos2x
a) b) 4
2
ol e X

. Qrafiklar arasinda galan rangli sahani hesablayin.

a) b)
fix) =x*—8x*+18x%, g(x)= x+ 28

|11.

Avtomobillarin harakati. Qrafikda isigforun isarasi ilo harakata baslayan
avtomobillarin siiratlarinin (m/san) zamandan asililiglari verilmisdir. A avto-
mobili harakata daha boyuk stiratla baslayir.

a) A avtomodbili ilk 2 saniyada na gadar yol
gat etmisdir? Gostaris: Handasi diusturlar-

T . B avtomobili
dan istifada edin.

A avtomobili

b) B avtomobili taxminan na vaxt A
avtomobilina catar?

N B o o O suret

! ! ! ! | ! | L.
T T

05 115 2 25 3 3,5 5aman

o

. Kitlasi.m olan cisim Ox oxu boyunca bu ox istigamatinda yonalmis

glivvanin tasiri altinda x(t) ganunu ila harakat edir. t = toaninda siratin vo-
a, koordinatin xo-a barabar oldugunu bilarak, x(t)-nin dlisturunu yazin. Bu-
rada F(t) nyutonla, t saniya ilg, v slirati % ila, misa kilogramla olglur.
a)F(t)=6-9t, to=1,vo=4,x0=-5,m=3

b) F(t) = 14 sint, to=m,vo=2,x0=3,m=7
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Statistik gostaricilar

Dispersiya. Standart meyil

Indiya qodar statistik molumatr analiz etmok iigiin odadi orta, moda, median kimi
gostaricilordon istifado edirdik.

e Ododi orta biitiin molumatin qiymatlori istifado olunmagqla tapilir.

- Konaragixmalar onun qiymatina tosir gostordiyindon kiilliyyat haqqinda yanlis
noticolors gotirs bilor.

e Median artan sirada diiziilmiis molumatin ortadaki qiymatidir.

- Median moalumati iki yarimhissoys - asag1 vo yuxari yarimhissoloro ayirir.

- Konaragixmalarin mévcud oldugu ¢oxlugda daha etibarl statistik gostericidir.
- Mohdud sayda molumatin analizi tigiin yararhdir.

e Moda kiilliyyat i¢lin xarakterik molumatimiioyyon edit.

- 9dadi orta haqqinda fikir yiiriitmays imkan verir

- Kateqorial molumatin (gender, rong vs s.) analizi tigiin daha olverislidir.

- Molumatin birdon ¢ox modasi oladbiler vo ya modasi olmaya bilor.

Statistik molumatlara gora daha diizgiin noticolor ¢ixarmagq ii¢iin onlar1 xarakterizo
edon meyil, dispersiya, standart meyil kimi gostoricilordan istifads edilir.

Meyil malumatin giymati ils adadi ortanin farqgina deyilir: Xmeyit =X — X, burada x
malumatin verilan adadi giymati, x adadi ortadir.

Dispersiya meyillarin kvadratlari cominin malumatin giymatlari sayina nisbatina
deyilir va o?ila isara olunur.

02_

—vw)2
2 (x=x) yburada n malumatin giymatlarinin sayidir.
n

Standart meyil dispersiyanin kvadrat kékiina deyilir ve adatan o - “sigma” harfi
ilo isara edilir:

o = o?
Standart meyil malumatin' paylanmasini xarakteriza edan mihim statistik
gostaricidir.
¥ Standart meyil malumatin verilan giymatlarinin adadi ortaya géra paylanmasini
gostorir.

¥ Malumatin giymatlari bir-birindan na gadar arali (uzaq) olarsa, standart meyil
bir o gadar boyuk olar.

¥ Malumatin giymatlari bir-birina na gadar yaxin olarsa, standart meyil bir o gadar
kicik olar. Basga sozla, malumat adadi ortanin atrafinda sixlasmis olarsa, standart
meyil kicik olur.

Niimuna. Sirkotdo tosadiifi segilon 10 is¢inin hoftolik maas1 asagidaki kimidir:

120™,160™, 90™, 175, 110", 80™,220™, 150™, 300™, 95™. Bu molumat ii¢iin
meyil, dispersiya va standart meyli hesablayin vo situasiyaya uygun izah edin.
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Statistik gostaricilar

Halli: 1. Maaslara uygun cadval quragq.
2. odadi ortani hesablayaq: x = 1400 :10 =140

3. Har maas mablagindan adadi orta ¢ixilmagla
onun adadi ortadan meyli tapilir.

Masalan, 120 —140 = —20, bu saxsin maasi orta
haftalik maasdan 20 ™ azdir. Cadvala har maas
Ggln (xi —x) meylini gostaran sttun alava edak.
Ayri-ayri malumatlarin meyillari comi sifira
barabardir. Bu hamisa beladir va yeni malumat
vermir. Ona goéra meyillarin kvadratlari ceamindan
istifads edilir.

4. Har bir (xi—x)?-ni hesablayib cadvalda yeni sii-
tunda qgeyd edak va ¥ (xi—X)? comini tapaq:

Y (xi—x)? =43150.

Dispersiyani hesablamagq lglin tapdigimizcami,
malumatin n sayina (n = 10) bolak:

,_ 2Xi-X? 43150
no 710

=4315

Maas Meyil: Kvadrati:
Xi (xi —X) (xi— Xx)2
9dadiorta x= ZHXi =140
120 =20 400
160 20 400
90 -50 2500
175 35 1225
110 =30 900
80 -60 3600
220 80 6400
150 10 100
300 160 25600
95 —45 2025
Com: Cam: Com:
>xi= 1400 > (xi —x) z (Xi_j()z =
=0 =43150

5. Maagslarin standart meylini tapmaq Uglin dispersiyanin kvadrat kokiini alaq:

o = Vo? = V4315 = 65,69
izah: Standart meyla géra maaslarin dayismasini giymatlandirmak olar. Masa-
Ian, 300 manat maas alan saxs haftalik orta maasdan (140 manat) 2 standart
meyildan (2x65)-da-¢ox artiqg maas alir. 90-manat haftalik maas alan soxs isa
haftalik orta'maasdan taqgriban bir standart meyil (65) gadar az maas alir.

Malumatin histogram; tezlik poligonu ila tagdim formalarina gora standart meyil

haqgqinda fikir yaratmak olar.
Asagidaki nUimunalari nazardan kegirak.

\

- x-=5 I—————————
o=11_________

1234567809
Qiymatlar

Qiymatlar

123456789

123456789
Qiymatlar

Har (i¢ diagramda adadi ortanin barabar olmasina baxmayaraq, standart meyil
miuxtalifdir. 1-ci grafikds standart meyil O-dir. Btiin 8 malumatin giymati 5-dir.
2-ci grafikdaki malumata gora standart meyil 3-cl grafikdekine nazaran daha
kicikdir, clinki malumatlar adadi ortanin atrafinda sixlasmisdir.
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Statistik gostaricilar

Nimuna. Qruplagsmis malumatin standart |50 giin arzinds bir sinifda
meylinin tapilmasi. Cadvalda 50 giin arzinds bir |giindalik dars buraxan
sinifds glindalik dars buraxan sagirdlarin sayi |sagirdlarin sayi
verilmisdir. Standart meyli hesablayin.
1 311 11 .5
Halli: 0 1 2 2 1489
1. 9vvalca malumati glindalik dars buraxan sa- (15 12 g 8 f i
girdlorin sayina gora qgruplasdirag va tezlik 3 0 3 1 1 1
cadvalinda geyd edak. Masalan, heg kasin dars 16 0 13 4 1
buraxmadigi glinlarin sayi 10, 1 sagirdin dars 1 66 1 2 ’
buraxdigi giinlarin say1 19 va s. 270 3 0 2 &
2. Cadvaldan aldigimiz malumata gora adadi ortani tapag.
- > xf 91 Xi fi xifi
X="h = 5 =18 ol 10| o
1 19 19
3. Har bir malumatin : 2 7 14
a) adadi orta giymatdan meyli tapilir: (xi—x) 3 7 21
b) kvadrata yiiksaldilir: (x;—x ) 41 2 8
c) alinan natica saya vurulur, coamlanir va n -a bolinarak 5 1 5
kvadrat koki alinir. 6 4 24
5=50| =91
v )2F
o=\ M = 145% =1,71 Xi—X (xi—x )2 | (xi—x )%fi
-1,8 3,24 32,40
-0,8 0,64 12,16
Goriundiyl kimi, glindalik darss galmayan 0,2 0,04 0,28
usagqlarin sayi standart meyilla 1,71; orta he- ;; Z'gj 190'6088
sabla 1,8-dir. 32 10,24 10,24
4,2 17,64 70,56
Y = 145,40

Kalkulyatordan istifada. Statistik gostaricilari hesablamagq liglin kalkulyatoru sta-
tistik is rejimina-kecirmak lazimdir. Statistik kalkulyatorlarin adadi ortani (x) ,
dispersiyani (6?), standart meyli (o) hesablamaq tglin uygun klavislari vardir.
Masala halli zamani bu kalkulyatorlarin gostarilan

-

X X2 X K2 On On1| klavislarindan istifada edin.
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Statistik gostaricilar

Oyranma tapsiriglari

1.

3.

ovvalca yazill hesablama aparmadan grafiklars géra standart meyli taxmin
edin. Sonra hesablamalarla taxminlarinizi yoxlayin. n kiilliyyata daxil olan
malumatlarin sayini, X adadi ortani gostarir.

1. 2. A 3. A
74— n=28 744 n=8
64— X=4 64— x=4
5 5
= X 4 = 4
= = 3 ~N 3
2 2 2 @ 2
1 14
012345¢67 01234567 01 2345¢67
Malumatin giymati Malumatin giymati Malumatih, giymati

Har iki grafikls verilmis malumatin adadi ortasi 50-dir. Lakin birinin standart
meyli 2,2, digarininki isa 6,8-dir.Hansi standart meyil hansi grafika aiddir?

a) 20“ b) 20“
15 15

= 10

@ 5]

42 45 48 51 54 57 60

42 45 48 51 54 57 60

Verilan malumata gora tapsiriglari yerina yetirin.

100; 200; 300; 400; 500; 600; 700; 800; 900; 1000;

a) 9dadi orta (x) vastandart meyli (o) tapin.

b) Har bir malumatin giymatini 10-a vurun. Yeni malumatlar Uglin adadi orta
(x) va/standart meyli (o) tapin.

c) Har bir malumatin giymatini 10-a boliin. X va o-ni tapin

d) Naticalar haqqinda fikirlarinizi mizakira edin. Standart meylin giymatina
gora adadi ortanin vaziyyati giymatlandirmak Ug¢ln diizglin gostarici olub-
olmadigini izah edin.

SAT (Scholastic Aptitude Test) sistemi Gzra imtahan veranlar arasindan
tasadiifi secilmis 8'qiz va 8 oglanin naticalari asagidaki kimidir
Oglanlarin SAT ballari: 1059; 1328; 1175; 1123; 923; 1017; 1214; 1042
Quzlarin SAT ballari: 1226; 965; 841; 1053; 1056; 1393; 1312; 1222

a) Har bir malumat grupu Ugiin an boyik farqi, dlispersiyani va standart
meyli tapin.

b) Naticani real situasiyaya uygun izah edin.

On malumatin daxil oldugu els adadi ¢oxluq yazin ki, adadi orta 10, stan-
dart meyil texminan 3 olsun.
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Statistik gostaricilar

|i Sakildaki dairavi diagramda 2016-ci ilde Baki sahari lGzra orta maktab
sagirdlarinin rayonlar izra paylanmasi gostarilmisdir.

Sabungu15% Binagadi 13%
Xoazar 10 % Narimanov 6% -
Nasimi 6%
Xotail2 % ' Nizami 8' |
WBirallahi 1%
)
Suraxanil1% Qaradag 7%

Sabail 4%

Yasamal 7%

Moanba. Azarbaycan Respublikasi Tahsil Nazirliyi. illik
hesabat - 2016

a) Bu malumata gora adadi ortani, an'boyiik fargi, dispersiyani va standart meyli
tapin.

b) @n boylik meyil hansi rayona maxsusdur?

c) Malumat histogramla tagdim edin.

d) Malumata géra Sabungu rayonunda tahsil alanlarin sayi 59088 nafardir. Baki
saharinda tahsil alanlarin Gmumi sayini tapin.

|l Malumatlara uygun an boyuk farqgi, adadi ortani, dispersiyani va standart meyli
tapin.
a)1110 1178116467
b) 131513 1718131514 132020182320

|§ Verilan malumat iki sirkatdan tasadiifi secilmis isgilorin maasini aks etdirir.

A sirkati: 220 265 290 320 350 230 280 310 180
B sirkati: 210 180 200 210 260 270 240 250 220

a) on boyuk fargi, adadi ortani, dispersiyani, standart meyli tapin.
b) Naticalari real hayati situasiyaya uygun sarh edin.

|& Ardicil bes il 6lka birinciliyinin biitlin oyunlarinda ilEr 1121345

istirak’edan iki futbolcunun vurduglari qollarin 1ci futboleu | 23|19|17| 23|18

sayl cadvalda gostarilmisdir. Hansi futbolgunun
naticasi daha stabildir? 2-ci futbolcu | 20|16123 (19 (22
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Moalumatin paylanma formalari

Tezliyin paylanma saklina gbéra uygun grafik formalar (histogram va ya tezlik
poligounu) simmetrik va ya asimmetrik ola bilar.

1. Normal paylanma 2. Saga ayilmis paylanma. 3. Sola ayilmis paylanma.

Musbat paylanma Manfi paylanma
flf L |
9dadi orta X X 5%

Moda Moda pedian 9dadi orta odadiorta V1o dian Moda
Median

Misbat ayilma Mafifi ayilina

‘ > N, P
9.0. - mod. _2.0. 9.0. »mod.
meg_ med. et
mo

Yeni dogulan kdrpalarin boyu va ya kitlesi hagqinda malumatlar normal paylan-
maya nimunalardir.

Normal paylanma formasini bir gadar atrafli nazardan kegirak.

Normal paylanma

v'Normal paylanma ayrisi adadi ortaya nazaran simmetrik olur
v'Normal paylanmada adadi orta, median, moda barabar olur
v'Normal paylanmanin grafiki adadi orta (X ) va standart meyls (o )géra qurulur.

v Normal paylanma asasan (¢ standart meyil strafindaki malumatlar aks et-
dirir.
f

Y

L.

Tezlik

—_—

99,7 % 3-cu standart meyilds

. R 0, i i .
adad} orta 95 % 2-ci standart meyllds-i 9dadi orta,
mvak5|muma ein ZS‘V: y median,
ugundur :-C|san ar me?/ El mOda
eynidir
\13,5% 2%

0,5%

| —

X+0 X+20 X+30

Normal paylanmaya 68-95-99 qaydasi ile paylanma da deyilir.

X—30 X—20 X—0 X
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Normal paylanma

Normal paylanmanin grafiki adadi ortanin
giymatindan asili olaraq saga va ya sola yer
dayisir. ©dadi ortanin eyni giymatinda
standart meylin dayismasi ila grafik sixilir
va ya dartilir. Masalan, sakilda gbstarilon B
grafikine uygun adadi orta A grafikina
uygun adadi ortadan boylikdir, standart

Tezlik

meyillar isa eynidir. B va C grafiklarina gora
har ikisinda adadi orta eynidir, standart meyil iss C-da daha boyukdur.

Qiymat

Niimuna. Har hansi X kiilliyyatina uygun normal paylanmada adadi orta 40, stan-
dart meyil 5-dir. Bu kiilliyyata daxil olan giymatlarin neg¢afaizi:
a) 45-dan kigikdir; b) 30 ils 45 arasindadir?

Halli: Sarta géra X =40, o = 5. 9dadi
orta va standart meyla géra malumat-
lari x oxu lizarinda geyd edak ve normal
paylanma ayrisini ¢akak. Har intervala
uygun faizlari qeyd edak.

Artig normal paylanmanin grafikina
gora suallara cavab vera bilarik.

a) Bu kulliyyata daxil olan giymatlarin
45-dan kigik olanlari taxminan

0,15% 2,35%13,5% 34% 34% 13,5% 2,35%. 0,15%

25 30

34% + 34% +13,5%+2,35% + 0,15% = 84% taskil edir.
b) 30 giymati adadi ortadan 26 .gadar solda, 45 isa o gadar sagdadir.
30 va 45 arasinda yerlasan adadlar 34% + 34% + 13,5% = 81,5% taskil edir.

Oyranma tapsiniglari

|L Sakilda ornitologlarin eyni név quslarin yumurtalarinin kitlalarini 6lgma nati-
calarinin normal paylanma grafiki gostarilmisdir. Yumurtalarin orta kiitlasix
= 43,86 (qram), standart meyli o = 0,77(qram) kimidir. Qrafikds ranglanmis

hissaya aid malumat taqdim edin.
0,15% 42,35% | 13,5% | 34% | 34%

/

13,5% 2,35%

0,15%

_ I
41,55 4232 43,09 43,86 44,63 4540 46,17|ijtls, q

|& Sinaq imtahanina uygun normal paylanmada adadi orta 72 (bal), standart
meylin 6 (bal) oldugu malumdur. 1) Asagidaki malumatlari yazin:
a)adadi ortadan 1 standart meyil atrafinda yerlasanlar;
b) adadi ortadan 2 standart meyil atrafinda yerlasanlar;
c) adadi ortadan 3 standart meyil atrafinda yerlasanlar.
2) Normal paylanmaya uygun ayrini ¢akin. Har intervali faizls gostarin.
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Normal paylanma

|i 1) Hansi normal paylanmada standart meyil an bdyik, hansinda an kigikdir?

a) 3 b) 30 c) 30
20 20 20
4
é 10 /\ = 10 é 10
0 E’ o e =
= 0 0 = 0
25 25 25

Qiymat Qiymat Qiymat

2) Har situasiyaya bir grafik uygundur. Uygunlugu miayyan edin:

a) Bir qutu cayin haqigi kitlasi

b) Azarbaycanda 16 yash ganclarin illik galiri

¢) Summativ giymatlandirmadas sagirdlarin naticalari
A B C

AN

rr—1 111 I —~—r— .t rr . 1 11T

Normal paylanma ayrilarini eyni koordinat sisteminda qurun. Bu qgrafiklarin
oxsar va fargli cahatlarini izah edin.

a) adadi orta 50, standart meyil 10 b) adadi orta 50, standart meyil 5
adadi orta 50, standart meyil 20 adadi orta 40, standart meyil 5

Bir qutu siranin-hacminin dayismasi normal paylanmaya uygundur.
Yoxlamalar gostarmisdir ki, A sirkatinin istehsal etdiyi mahsulda orta hacm
378 ml, standart meyil 1 ml, B sirkatina aid mahsulda isa orta hacm yena 378
ml olmagla, standart meyil 3 mi-dir. Har iki mahsulun lzarinda hacmi 375 ml
yazilmisdir

a) Har bir sirkatds mahsulun nega faizi 375 ml ve ondan az tutuma uygundur?
b) Har bir sirkatds mahsulun neg¢a faizi 372 ml-dan ¢ox, 382 ml-dan az tutuma
uygundur?

c) Asagidaki sakilda A va B sirkatina aid normal paylanma grafiklari verilmisdir.
Rangli sahanin aks etdirdiyi malumati taqdim edin.

A sirkati B sirkati
V JG\\ > I
369 372 375 378 381384 387 369 372 375 378 381 384 387

x
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Normal paylanma

|i Sakilda gostarilan normal paylanma

1800 gancin al-goz reaksiya vaxtini gos-
tarir.  Umumi naticalara gora tartib
edilmis normal paylanmada adadi orta
0,35 saniya, standart meyil 0,05 saniya- | ;

dir. 02 025 03 035 04 0,45
a) Test edilan taxminan ne¢a nafarin reaksiya vaxti 0,25-Is 0,45 saniya arasin-
dadir?

b) Tasadfi bir ganc segilsa, onun al-gbdz reksiya vaxtinin 0,4 saniyadan ¢ox
olanlar arasindan olma ehtimali na gadardir?

0,5%
2%135% | 13,5%)9

imtahan naticalari normal paylanma ilataqdim edilmisdir. Naticalars ‘géra
adadi orta 70, standart meyil 4,5-dir. imtahanda 360 nafar istirak etmisdir.

1) Tasadifi bir nafar secilss, onun:

a) 65-80 intervalinda bal toplayanlar arasindan olmasi ehtimalini;

b) 75-dan az olmayan bal toplayanlar arasindan olmasi ehtimalini;

c) 62-dan az bal toplayanlar arasindan elmasi ehtimalini tapin.

2) imtahan veranlarin 90%-nin hansi intervalda bal topladiglarini hesablayin.

Verilan histogram fermerin stlik Gglin saxladi-~ ™A

g1 inaklarin sayi (n) va kitlasi (m) hagqinda R
malumati aks etdirir. 12
a) Histograma goéra adadi orta va standart 91
meyli tapin. 6 1

b) Normal paylanma ayrisini qurun: 3 1
c) Normal paylanma ayrisina gora ehtimalin
hesablanmasina aid iki masala yazin.

85 95105 115125135 145155 m

iki zar atilmisdir. Diisan xallar cominin ehtimallarinin paylanmasi cadval va
histogramla verilmisdir. Histogrameehtimalin paylanmasinin normal paylanma
oldugunu gostarir.

23456789101112
AJrijil1|s5 | sS 2l L
m 36|18 |1 12| 9 |136| 6| 36] 9 |12] 18| 36

Diigan xallarin coami

a) Hansi comin diisma ehtimali daha
ylksakdirva nec¢aya barabardir?

b) Comi 10-dan boyik olan xallarin
diisma ehtimali na gadardir?

c) ki zar atildigda “an ¢ox diisan xal-
lar comi 8-dan kicikdir”, fikri
dogrudurmu?

Ehtimal
o &~z-5l—el-g-a -

2 3 45

6 7 8 910 11 12
Com
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Qutu-qulp diagrami

Qutu-qulp diagraminin qurulmasini asagidaki niimuna lizarinda arasdiraq.

Nimuna 1. Tahlikasizlik normalarindan imtahan zamani sirkatdaki 15 is¢inin
yigdigi ballar: 13 9 18 15 14 21 7 10 11 20 5 18 37 16 17 kimi olmusdur.
Bu malumati qutu-qulp diagrami ils tagdim edin.

Halli: 1. Malumat artan sira ila dizmakla mediani miiayyan edak va Q: ila
isaraloyak.

5791?111314 15 1617181‘8202137

B } }
Asag Q Yuxari
yarimhissa Median <¥arimhissa

2. Mediandan sol tarafdaki malumatlar asagi yarimhissani, sag tarafdaki-malu-
matlar isa yuxari yarimhissani taskil edir. Yani median malumati iki yarimhissaya
ayirir.

3. Yarimhissalarin kvartil adlanan medianlari (burada Qi = 10, Qs = 18) malumati
4 hissaya ayirir.

5791(3111314 1516 17 18 18 20 21 37
A

|
Qu Q. Qs
1-ci kvartii  Median  3-ci kvartil

4. Kvartillar arasi dayisma misyyan edilir: Q3- Q1 =18 -10=8

5. odad oxu Uzarinda verilon malumatin an kigik, an boylik giymatlarini,
kvartillarin va_medianin giymatlarini-5 mihim néqtani - geyd edak. Uzunlugu
kvartillararasi deyismaya barabar olan diizbucagli gakak. Bu diizbucaqli medianla
iki hissaya ayrilir. indi ise an boéyiik ve an kigik giymatlarla uygun kvartillari
birlasdirarak qutunun qulplarini ¢cakak.

— = -

H . 37
5 10 15 18 9n boytik
ap kigik T f T qiymat
qiymat
Qu Q. Qs

1-ci kvartii  Median 3-ci kvartil

Biz verilan malumatlara uygun qutu-qulp diagramini qurdug. indi iss diagrama
gora malumatlari taqdim edak.

Diagramdan gorindr ki, 15 nafarin taxminan yarisi, 50%-i 10-18 arasi bal
toplamisdir. 25%-i 10-dan az, 25%-i 10-dan ¢ox bal toplamisdir.

Sol va sag qulpun uzunluglarinin mixtalif olmasi uygun hissadaki malumatin
giymatlari fargindan asilidir.
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Qutu-qulp diagrami

Qutu-qulp diagramini qurduqda verilan kiilliyyata gora 5 malumat miiayyan
edilir:

Median-Q;, mediandan giymatca kigik olan malumatin toplandigi asagl
yarimhissanin mediani — kvartil Qi, mediandan giymatca boyik olan malumatin
toplandigl yuxari yarimhissanin mediani-kvartil Qs, an kicik giymat va an boyiik
giymat.

5 malumat Qutu—qulp diagraminda malumatin sxematik tasviri

* on kicik giymat EEEEEEENEEEEENEN
e 1-ci kvartil: Q1
e Median: Q2 on kigik 1-ci kvartil 3-cl kvartil 9n béyiik
e 3-cii kvartil: Qs giymat Median giymat

® 9n boyilk giymat

Qutu-qulp diagramini qurma addimlari
1. Ufligi diiz xatt ¢akilir.
2. Malumatin dayisma diapazonuna gora miayyan miqyasla boélgular qoyulur.
3. Muayyan edilmis 5 malumat — Q1,Q2,Qs, an kicik giymat, an boyuk giymat —
diiz xatt Gzarinda qeyd edilir.
4. Q:-dan Qz-a gadar qutu ¢akilir.
5. 9n kigik giymatdan Qu-a va Qs-danan boyik giymata.gadar iss qulplar ¢akilir.

Quip - —QutuU—— > ¢QU|P
on kigik on boyik
giymat Qs X giymat
Median Q2

Niimuna 2. Paralimpiya gadin voleybol komandasinin Gzvlarinin yasi asagidaki
kimidir. 24, 30, 30, 22, 25, 22, 18,25, 28, 30, 25, 27
Malumati qutu-qulp diagrami ils tagdim edin.

Halli: 1. Malumati diizak, mediani va kvartillari miiayyan edak.

on kicik —>18.22 22 24 25 25 25 27 28 30 30 30 < o/ POVUK
giymat T T qlymst

Birinci kvartil  Median Uglinch kvartil

Q=23 Q.=25 Qs=29

2. 9dad oxu ¢akak va Uzarinds malumatlari geyd edak.
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Qutu-qulp diagrami

1)

3)

3. Kvartillarin Qz—Qu = 29 —23 = 6 fargina gora qutunu ¢akak va mediana
gora diiz xatls onu iki yera bolak. Qutunu an bdylik va an kicik giymatlarls

birlasdirak. .
? ¢ +—
| | 1 |

| | | | | | | e
T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Ll
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 Yas

4. Diagramin taqdimi. Basketbolgularin 50%-i 23-29 yas arasindadir.
25%-i 23- yasdan kigik, 25%-i 29 yasdan boylkdir. Qutunun qulpunun uzun
va ya qisa olmasi 25%-lik bu hissalarda giymatlarin bir-birina yaxin va ya uzaq
olmasini gostarir. Masalan, nimunada sol qulp uzundur, sag qulp gisadir:
Clinki 25%-lik sol qulpda giymatlar 18-23 arasinda dayisdiyi-halda, sag qulpa
aid hissada yalniz iki giymata—29-30-a rast galinir.

Malumata daxil olan giymatlardan boyik fargls ayrilan giymatlar kanaragixma
adlanir. Kanaragixma asagl va yuxari kvartillara gore de miiayyan edilir. Bu
halda kvartillarin Q3 — Q: fargindan 1,5 dafa gox va ya az olan giymat
kanaracgixma kimi gabul edilir.

Masalan, nazardan kecirdiyimiz nimunada asagi kvartil 23, yuxari kvartil
29-dur, kvartillarin fargi 6-dir. 23 =1,5-6 = 14 va 29 + 1,5-6 = 38 giymatlari
sarhad giymatlar hesab edilir. 38-dan boylk, elaca da 14-dan kigik giymatlar
bu malumat lGg¢ln kanaragixma sayilir.

Oyranma tapsiriglari
Har bir qutu-qulp diagramina géra malumatlari miayyan edin.

a) an kicik giymati d) mediani
b) an boyuk giymati e) tglinci kvartili Qs
c) birinci kvartili, Qu f) kvartillar fargini Qz— Qu.
—— 2)
10/l 13 15 47 30 90 1130 205 270 320
R
A 100 /150 200 250 300

10 11 1213 1415 16 1718 19 20 21

— =1 ——

4)
900 1250 1500 1950 2100 2 >0 6570 85
>
—+———————tt—t+—t—1—>
900 1500 2000 2530 354045 50 55 6065 7075 80 85

Malumati qutu-qulp diagrami ile gostarin va situasiyaya uygun taqgdim edin.
206, 173, 198, 241, 179, 236, 181, 231, 215, 222, 228
Qutu-qulp diagrami bir sinfin

giymatlondirma naticalarini
gostarir. Maksimum bal 120- =~ =~ —— 4V |
dir. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
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Qutu va qulp diagrami

a) Naticalarin mediani nega bala uygundur?

b) 9n yiiksak natica ila an asagl natica arasindaki farqgi tapin.

c) Sinifin nega faizi 35-dan ¢ox bal toplamigdir?

d) Kvartillarin fargi(Qz— Qi) nega baldir?

e) 9n ¢ox bal toplayan sagirdlarin 25%-nin bali hansi intervalda dayisir?
f) 63 bal toplayan sagird an ¢ox bal toplayan 25%-lik saya daxildirmi?

g) Sag qulpun sol qulpdan uzun olmasini situasiyaya uygun izah edin.

siniflar
|i Qutu-qulp diagramlari histogramlarla verilmis 100 —
malumatlari aks etdirir. Hansi histogram hansi
gutu-qulp diagramina uygundur? 5 &8 I
©
= 60r
x
. 40
< 5 .8 o
D = o
= 4 o 4 — 6
hut T3 °
‘o !O:D B 4
2 2
& & &2

30 60 90
sinif 1

30 90

30 60 90
sinif 3

60
sinif 2
|i Diagram iki magazada televizorlarin giymatini gostarir. Bu magazalardaki

televizorlarin giymatlari hagginda taqdimat hazirlayin.

Magozs Ao

Madgaza B
—_

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

|i Mediani 32, birinci kvartili 24, tigtincl kvartili 43 olan malumatin kanaragixma
sarhadini miayyan edin.
63, 20, 12, 53 giymatlarinin kanaragixma olub-olmadigini yoxlayin.

|l Amerika Birlasmis Statlarinin 45 prezidentinin yasini gbstaran gévda-budaq
diagramini qutu-qulp diagrami ils tagdim edin.

4(2 36 6778099

5100 ¥11122444445555666777738
611 111244589

710

70 yasinda prezident secilan Donald Tramp an yash, 42 yasl Teodor Ruzvelt
iso an ganc prezident hesab edilir. Onlarin yasi kanaragixma hesab edila
bilarmi?
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Tasadiifi hadisalar va ehtimal

Ehtimal nazariyyasi bizi shata edan alamda bas veran tasadiifi hadisalarin bas
verma ehtimallari arasinda riyazi minasibatlar qurur va bu minasibatlarin
kdmayila hadisalarin bas verma ehtimallari daha sada hadisalarin ehtimallari
asasinda giymatlandirilir.

Gundalik hayatda mixtalif hadisalari miisahida edir, coxsayh tacriiba, sinag
va misahidalarin naticalari ila rastlasiriq.

Sinagq, tacriba va ya musahidanin har bir ayrilmayan naticasine elementar
hadisa deyilir. Butlin elementar hadisalar ¢coxluguna isa elementar hadisalar
fazasi (EHF) va ya sinaq fazasi deyilir. EHF adatan U harfi ila isara edilir.
Masalan, bir zarin atilma sinaginda E«ila yuxari izds k xal diismasi hadisasini
isara etsak, U = { E1, E2, Es, Es, Es, Es} olur.

Elementar hadisalar fazasinin ixtiyari alt gexluguna hadisa deyilir. Masalan,
zarin atilmasinda A “cit xal dismuisdir” hadisasi olarsa, A = { Ey, Ea, Es}.
EHF-nin elementlari sayl n olarsa, alt ¢oxluglarinin sayi 2" oldugundan,
mimkin hadisalarin sayl da 2" olur. Har bir hadiss elementar hadisaler
fazasinin alt ¢oxlugu oldugundan, coxluglar Gglin tayin ediloan amallar
hadisalar liclin da eyni gayda ils tayin.edilir. Bu zaman @ bos coxlug miimkun
olmayan hadisas, U isa yaqin hadisa olacaqdir.

Bitiin naticalari A va ya B hadisalarindan heg olmasa birina daxil olan hadisaya
A va B hadisalarinin birlagsmasi deyilir vo A B kimi isara edilir.

Naticalari ham A, ham da B hadisasina daxil olan hadisays A'va B hadisalarinin
kasigsmasi deyilir va A N B kimi isara edilir.

Ortaq naticalari olmayan hadisalara uyusmayan hadisalar deyilir. A va B
hadisalari uyusmayandirsa, A0 B = @.

A hadisasina daxil olmayan bitiin naticalar coxluguna A hadisasina aks, yaxud
tamamlayici hadisa deyilir.va A kimi isars edilir.

Sinagin B.hadisasinin bas vermasi'A hadisasini dogurursa, B-ya A hadisasi
Ggln alverigli hadisa deyilir.

Eyniimkanli'elementar naticalari olan sinagda ixtiyari A hadisanin ehtimall
bu hadisa Ugtlin alverisli'naticalar sayinin butiin elementar naticalarin sayina
olan nisbatina barabardir.

alverisli naticalar sayi
mumkiin naticalar sayi

P(A) =

Ehtimal masalalarini hall edarkan asagidakilara diggat edin:

1. Har hansi tasadiifi A hadisasi t¢lin 0 < P(A) <1 dogrudur.

2. Sinagin mimkiin elementar hadisalarinin ehtimallari comi 1-a
barabardir: 5 P(E) =1

3. P(A) =1 —P(A) dusturu dogrudur.
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Tasadiifi hadisalar va ehtimal

Uyusmayan iki hadisanin bas verma ehtimali. A
istanilan uyusmayan A < U va B < U hadisalari {igiin
P(A W B) = P(A) + P(B) B

dusturu dogrudur.
Bu gayda ehtimallarin toplanmasi qaydasi adlanir.

Niimuna. Torbada sari, girmizi va ag rangli sarlar var. Ag sarin ¢ixma ehti-
mali 0,25, qirmizi sarin ¢ixma ehtimal 0,30-dur. Torbadan tasadifan bir sar
¢Ixarsaniz, onun sari rangda olmasi ehtimalini hesablayin.

Halli: Torbadan bir sar gixarilsa, onun ag va ya qirmizi rangda.olmasi ehtimall
P(ag va ya qirmizi) = 0,25 + 0,30 = 0,55 olar.

Torbadan sari sarin ¢ixmasl ag va ya qirmizi sarin ¢ixmamasi hadisasi
demakdir. Demali, P(sari) = P (ag va ya qirmizi sarlarin ¢ixmamas)

Bu hadisalar uyusmayan hadisalardir va onlarin kasismasi yoxdur. Hadisanin
bas vermasi il bas vermamasinin ehtimallari cami 1-a barabar olmalidir.
Demali, P(sar1) =1 —P (ag va ya qirmizi)=1 - 0,55 = 0,45.

Oyranmea tapsiriglan

Har bir hadisa lcln elementar hadisalar fazasini yazin:

a) iki gapik pulun birga atilma sinag;
b) Ailadaki 3 usagin oglan va.ya qiz olmasi.

istehlakgilarin_hiiquglarini midafia taskilatinin verdiyi malumata gors, yeni
alinmis avtomobillardan bir il arzinds 17%-nin bir dafs, 7%-nin iki dofs, 4%-
nin isa3 dafadan ¢ox tamira ehtiyaci olur. Bu malumata gora tasadiifi segilmis
bir avtomobilin tamira:

a) heg¢ miraciat'etmamasi;

b) an'goxu bir dafe miiraciat etmasi;

c¢) heg olmasa bir dafe miracist etmasi ehtimalini tapin.

Qan gruplarrO (I grup), A (Il grup), B (lll grup) va AB (IV grup) kimi isara edilir.
Qirmizi aypara taskilatinin verdiyi malumata gors, gazanin bas verdiyi saharda
ahaliinin 45%-i O, 40% -i A, 11%-i B, galanlariiss AB qrupuna aiddirlar.

1) Konlli gan veran saxsin gan grupunun:

a) AB (IV grup) olmasi ehtimalini; b) A (Il grup) va ya B (lll grup) olmasi
ehtimalini; ¢) O (I qrup) olmamasi ehtimalini tapin.

Qutuda 7 ag, 3 gara sar var. Tasadiifan ¢ixarilan 2 sarin an azi birinin ag rongda
olmasi hadisasinin ehtimalini tapin.
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Toasadufi hadisalar va ehtimal

iki hadisanin bas verma ehtimal.

Umumi halda istaniloan A < U ve B < U hadisalari

iciin  P(AU B)=P(A) + P(B)— P(A N B) AvaB
dusturu dogrudur.

Nimuna. Talabalarin 56%-i talaba saharciyinda yasayir, 62%-i isa burada
ancaqg yemak yeyir, 42%-i isa saharcikds ham yasayir, ham da yemak yeyir.
Talabalar arasindan segilmis bir nafarin:

a) saharcikda yasayan, lakin orada yemak yemayan
talaba olmasi ehtimali;

b) na saharcikds yasayan, na do orada yemak yeyan
talaba olmasi ehtimali negadir?

Halli: a) G ={saharcikda yasayan talabalar}, Y ={'saharcikda yemak yeyan
talabalar} olsun. Sarta goéra P(G n'Y) =0,42-dir.

P(G) = 0,56 oldugundan, P(G n Y)=0,56-0,42 = 0,14;

b) P(GNY)=0,62—-0,42=0,20; 0,14 + 0,42 + 0,20 = 0,76 cami'secilmis talabanin
saharcikda yasayan va ya orada yemak yeyan talaba olmasi ehtimalini gostarir.
Bir talabanin na gsharcikds yasayah, ne ds orada yemsk yeysn talabs olmasi
ehtimaliiss P(GNY)=1-0,76 =0,24 olar.

Sarti ehtimal. Bazan alave malumatlar sinagla bagh naticaya tasir edir. Masalan,
zarin atilma sinaginda diigsan xalin cit olmasi malumdursa, artig har bir

clt xalin diisma ehtimah%olacaq. Halbuki bu malumat olmadigda har bir
xalin, o cimladan clit xalin diisma ehtimah% idi. Demali, hansisa bir

hadisanin ehtimalini hesablayarkan ona tasir eda bilan basqa bir hadisani da
nazara almagq lazim gala bilar.

B hadisasinin bas vermasi sarti daxilinds A hadisasinin bas verma ehtimalina
sarti ehtimal deyilir va P(A|B) kimi'isara olunur.

Niimuna. Psixologlar 1/3-i kand, 1/3-i sahar atrafi va 1/3-i sahar markazindaki
maktablardan olmagla tasadifi secilmis 478 sagird arasinda asagidaki suallarla
sorgu aparmislar. Suallardan biri va secimlar asagidaki kimidir.

Sizin liclin hansi daha mithiimdiir?
Mashur olmaq Ali tahsilli olmaq Sanatkar olmaq
Sorgunun naticalari asagidaki kimi olmusdur:

Mashur olmaq Ali tahsilliolmag Senatkar olmagq  Cami
Oglanlar 117 50 60 227
Quzlar 130 91 30 251
Comi 247 141 90 478
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Tosadiifi hadisalar vo ehtimal

® Rayi sorusulanlar arasindan tasadfi segilmis g ig
birinin: 5 £% 3

. 251 G 5 2 e
qiz sagird Plaiz) = = 2g"~ 0,525, % & ES O
olmasi ehtimal ERO
g1z sagird va mashur olmagq istas- P(mashurlaiz) = —=>2

= ~0,271;

yan olmasi ehtimal (mashuriaiz) 478

san?tkar olmagq istayan sagird olmasi P(sanatkar) = 90 ~0,188.
ehtimali

e Quzlar arasindan bir nafar segilss,

30
= ——~0,120
onun sanatkar olmasi ehtimali P{sanstkariqiz) 251
e Oglanlar arasindan bir nafar secilss, . _ 60 _
onun sanatkar olmasi ehtimali Pls QL) = 227 © 0,264

Yuxarida hesabladigimiz ehtimallarin bazisini yenidanasagidaki kimi hesablayag.

Masalan,
30/478 ~ _ 30

251/478 ~ 251

P(qiz va sanatkar
Demali, P(sanatkar|qiz) = (9 P(qi2) ) Ve ya

P(sanatkar|qiz) =

. . 91/478 91
P(qizlali tahsil ) = 144/478 = a1

P( ali tahsil va qiz)
P(ali tahsil)

Demali, P(qizalitahsil ) =

Bu nimunalari Gmumilasdirsak, sarti ehtimal dlisturu asagidaki kimi olacaq:

P(AveB) PANE)

P (A/B) = P(B) vaya. P(AB)= P(B) burada P(B) > 0.

Sarti ehtimal diisturundan aliriq:
P (AwB) = P(B)-P (A|B). Entimallarin vurulma qaydasi

Niimuna. Ailada.iki usaq var. Usaglardan biri oglandirsa, har iki usagin oglan
olmasi ehtimalini tapin.

Halli: oglani - o, qizi - g kimi isaralasak, elementar hadisalar fazasi
U = {00, 09, qo, qq} olar.
Har iki usagin oglan olmasi hadisasini E, he¢ olmasa birinin oglan olmasi
hadisasini F harfiilo isara edak. Onda
E={oo}, F={o0,0q,q0}, EN F={oo}
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Toasadiifi hadisalar vo ehtimal

_ PENF) /4 1
» PEF)= P(F) ~ 3/4 3

_3 _ 1
P(F) = 2’ PENF) = 4
Sarti ehtimal disturu hadisalarin asili olmasi va ya asili olmamasi ila bagh deyil.
istanilan miirakkab hadisanin ehtimalini bu diistura géra hesablamagq olar.

Niimuna. Talaba saharciyinda yatagxananin 3-cii martabasi an komfortlu sayilir
va burada 3 bos otaq var. Cami 12 bos otaq var va otaqglar talabalar arasinda
nomra ¢akmak yolu ila boltsdirilir. @vvalca Elmir, sonra dostu némra ¢akdi.
Onlarin har ikisinin 3-cli martabaya diismasi ehtimalini tapin.

Halli:

Aydindir ki, EImirin ¢akdiyi ndmra geri gaytarilmir va dostu artiq 12 deyil, 11 kart-
dan istifada edir. Elmirin 3-ci martabani segma ehtimali—— -dir.

Elmir istadiyi martabani se¢cmissa, dostunun sansi %olur.

Elmirin 3-cU martabani segmasi sarti daxilinds dostunun da 3-ci martabani
se¢ma ehtimalini sarti ehtimal disturundan istifada etmakla hesablayaq.

P(EI. va D) = P(E) x P(D|EL.) =—3- x—2-x 0,045
12 11
P (A/B) = P(A) olarsa, yani B hadisasinin bas vermasi A hadisasinin ehtimalini
dayisdirmirsa, A va B hadisalarina asili olmayan hadisalar deyilir. A va B hadisalari
asili olmadigda P (A NB) = P(A):P (B) miinasibati dogrudur.
dgar A va B asili olmayan hadisalardirsa, onda A ila B da asili deyil.

Niimuna. 9rzaqg teminati il masgul olan sirkat har seshar yemakxanaya tazs
¢orak gatirmalidir. Yemakxana midiri bunun ehtimalinin 0,85 oldugunu deyir. Siz
bu yemakxanada 4 glin dalbadal sshar yemayi yemali olsaniz, har sahar
yemayinda taza ¢orayin olmasi ehtimalini tapin.

Halli: Har sahar tazs ¢orayin gatirilmasi hadisasi digar giinlards taza ¢orak
gatirilmasindan asili olmadigindan axtarilan ehtimal

0,85 x 0,85 x 0,85 x 0,85 = 0,522 olur.

Nimuna. Torbada 3 ag, 7 gara kiira var. Torbaya gaytarilmadan iki kiira ardicil
cixarilir. ikinci kiiranin ag olmasi ehtimalini tapin.

Halli: A1 va A:ila uygun olaraq torbadan ¢ixan 1-ci va 2-ci kiiranin ag olmasi
hadisasini isara edak. A2 hadisasi o vaxt bas verir ki, ya har iki kiira ag rangdadir,
ya da 1-ci ¢ixan gara, 2-ci ag rangdadir.

Demali, Az = (A1NA2)U(A1NA,)

OndaP(A2) = P(A1NA2) + P(A1NA2) = P(A1) - P(AJ A1) + P(A1) - P(AdA)=

:i . L.'. L i: i olar.

10 9 10 3 10
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Tasadiifi hadisalar va ehtimal

Oyranma tapsiriglari

1.
2.

Ailads iki usaq var. Verilan sartlara gora har iki usagin oglan olmasi ehtima-
lini hesablayin: a) an kigik usaq qizdir; b) biri qizdir.

Hakima muraciat edan usaqglarin yetmis faizinds tstitma hallari, otuz faizinda
iso bogaz agrilari sikayatlari olur. Tasadifi segilmis bir usagda ham utglitms,
ham da bogaz agrisi olmasi ehtimalini hesablayin.

Tutaq ki, har hansi bir saxsin 80 yasa gadar yasamasi (B hadisasi) ehtimal

P (B) = 0,3, 90 yasa gadar yasamasi (A hadisasi) ehtimali isa
P(A)=P(ANnB)=0,2-dir.

a) 80 yasina ¢atmis saxsin 90 yasa gadar yasamasi ehtimalinirhesablayin.

b) P(B|A) hadisasinin ehtimali 1-a barabardir. Bu fikri asaslandirin va situ-
asiyaya uygun izah edin.

Zar (¢ dafa atilmis, A va B hadisalari asagidaki sartle miiayyan edilir.

A hadisasi: har U¢lincl atisda 4 xal dismusdur;

B hadisasi: har birinci atisda 6 xal,-har ikinci atisda 5 xal dismisdur.

B hadisasinin bas vermasi sartila A hadisasinin bas vermasi. ehtimalini
hesablayin.

Avtomobil takarlari istehsal edan sirkat mahsullarinin 2%-nin defektli ola
bilacayi hagqginda malumat yaymisdir. 9gar siz bu sirkatdan 4 takar
almissinizsa, onlardan an azi birinin defektli olmasi hadisasinin ehtimalini
tapin.

Uzerinad, 2, 3, 4, 5 ragamlari yazilmis eyni formali kartlardan ikisi ardicil
olarag'qutudan cixarilir. ilk ¢cixarilan kartdaki ragem:

a) cutdirss; b) takdirss,

ikinci ¢ixarilan kartdaki ragamin tak olmasi ehtimalini tapin.

Birinci aticinin bir atasls hadafi vurma ehtimali 0,8, ikincininki isa
0,6-dir. Aticilar bir-birindan asili olmadan hadafa bir dafs atas agirlar.
Asagidaki hadisalarin ehtimalini tapin:

a) hadafin yalniz birinci atici tarafindan vurulmasi;

b) hadafin har iki atici tarafindan vurulmasi;

c) hadafin.vurulmamasi;

d) hadafin aticilardan biri tarafindan vurulmasi;

e) hadafin aticilardan heg olmasa biri tarafindan vurulmasi.

iki eyni qutunun birincisinda 2 ag, 1 gara, ikincisinda isa 1 ag, 4 qara kiira var.

Qutulardan biri tasadifan secilir va bir kiira ¢ixarilir. Cixarilan kiiranin ag
olmasi ehtimalini tapin.
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Umumilasdirici tapsiriqlar

|L Verilan killiyyata géra adadi orta, dispersiya va standart meyli hesablayin.

a) 11 10 8 4 6 7 11 6 11 7

b) 13 23 15 13 18 13 15 14 20 20 18 17 20 13
c) 15 8 12 5 19 14 8 6 13

d 24 26 27 23 9 14 8 8 26 15 15 27 11

& Asagidaki grafiklarde malumat simmetrik paylanmisdir.
a) Hansi statistik malumatda standart meylin daha boyiik oldugunu hesabla-
malar aparmadan miiayyan edin.
b) Har bir hal li¢lin adadi orta va standart meyli hesablayim.
¢) Normal paylanma diagraminigakin.

(1) (2)
12 12
=108 élOA
3 8 88
6 — 6
; 3
2T, Y

456789101112 6 7 89 1011121314
malumatin giymati malumatin giymati

& Hesablama aparmadan hansi grafikds verilmis malumatda standart meylin
boyiik oldugu.-hagginda fikrinizi séylayin.

a)

Tezlik

=
DI\JC)‘\%#OO
|

=
o=

1%
Q¢

U
P
|

[&
—

014 16 18 014 16 18
masafa(km) masafa(km)

A B
3¢

|i Magazada satilan hazir yemaklar vakuumla gablasdiriimisdir. Yemaklarin
saxlanma middati normal paylanmaya uygun olmagla orta hesabla 180 giin,
standart:meyil isa 30 glindir. Yemaklarin neca faizinin saxlanma middati:
a) 150 glinile 210 giin arasindadir;
b) 180 glin ils 210 glin arasindadir;
) 90 giindan azdir;
d) 210 giindan ¢oxdur?
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Umunmilasdirici tapsinglar

5.

l6.

l12.

Torbada 10 gara, 5 ag sar var. Torbaya qaytarilmadan ardicil ¢ixariimis iki
sarin gara rangda olmasi ehtimalini hesablayin.

28 nafarin glinda nega saat televizora baxdiglari hagginda sorgunun naticasini
qgutu va qulp diagrami ile tagdim edin.

a) Rayi sorusulanlarin nega faizi televizora 4 saatdan ¢ox baxir?
b) Rayi sorusulanlar arasindan tasadifi bir.nafar secilsa, onun televizora
2 saatdan ¢ox baxmayanlardan olmasi ehtimali na gadardir?

Maktabda 1000 sagird tahsil alir’Onlardan 430 naferi qizlardir.
Quzlarin 10%-i 8-ci sinifda tahsil alanlardir. 9gar tasadiifi bir sagird segilss,
onun 8-ci sinifds oxuyan qiz sagird olmasi ehtimalini tapin.

Tezlik cadvali plastik oyuncaglar istehsal edan - Siniflar Tezlik
sirkatda islayan tasadiifi secilmis 100 nafarin B 15 c
haftalik maasini gostarir. 159 —167 16
a) Tezlik cadvalindaki malumati normal pay- 168 =176 20
lanma ayrisi ila taqdim edin. 177 — 185 21
b) Tasadiifi secilmig'bir nafarin haftalik 186 —194 20
gazancinin 170 manatdan gox olanlar 195 - 203 15
arasindan olmasi ehtimalini hesablayin: 204-212 3

iki zar atilmisdir. Onlardan birinda 3, digarinda 5 xalin diismasi ehtimalini tapin.

Har birinin tGzarine Azarbaycanalifbasinin bir harfi yazilmis kartlarin yigildig
qgutudan tasadufi 2 kart ¢akilmisdlr. Ehtimallari hesablayin.
a) P(2 sait) b) P(2 samit) c) P(1 sait, 1 samit)

. Asagidaki giymatlara gors malumatin paylanma formasini miiayyan edin.

a) adadi orta = 35 median=40 moda =45
b) adadi orta = 50 median=51  moda =38

Normal paylanmada adadi orta 27, standart meyil 5-dir.
Tasadufi bir giymat segilss, onun:

a) 22 va 32 arasinda olmasi; b) an azi 37 olmasi;

¢) an ¢oxu 32 olmasi; d) 27 ils 37 arasinda olmasi
hadisasinin ehtimalini tapin.
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Tonliklar, barabarsizliklar, tanliklar sistemi

e irrasional tanliklar

e irrasional barabarsizliklar

e Ustlii tanliklar sistemi |
e Loqarifmik tanliklar sistemi

e Umumilasdirici tapsinqlar

Bunlari bilmak maraqglidir!

Paleontologlar mixtslif.canlilarin galiglari va onlarin
faaliyyatinin izlari asasinda Yerin geoloji takamuliini, canli
alamini va onun inkisaf ganunauygunluglarini éyranirlar.

Bu zaman onlar ¢oxlu sayda muxtalif nov tanliklari va tanliklar
sistemini(ustlt, logarifmik va s.) hall etmali olurlar.




irrasional tanliklar va barabarsizliklar

irrasional tanliklar

Radikal isarasi altinda (yaxud kasr Gstlii quvvata yliksaldilmis) dayisani olan
tanliya irrasional tanlik deyilir.

Niimunalar. 3\lx+2—x=3; \x-1=5

irrasional tanliklari hall edarkan, adatan qiivvata yiiksaltma amali tatbig©l-
unur. Bu zaman asagidakilari nazara almaq lazimdir:

* irrasional tanliyin halli haqiqi adadlar coxlugunda axtarilir.

e Clt daracadan radikallarin hesabi, tak daracadan radikallarin isa haqiqi
giymatlari gotaralur.

e Tanliyin har iki tarafini tak daracadan quvvata ylksaltdikda onunla eynigii-
cli tanlik alinr.

e Clt daracadan qlivvata yliksaltma aparildigda alinmis tanlikda dayisanin
mimkin giymatlari coxlugu genislana bilar. Naticada alinmis tanliyin
koklarinin bazilari verilmis irrasional tenliyi 6demaya bilar. Ona gora da clit
daracadan qlvvata yliksaltma aparildigda dayisanin tapiimis giymatlarinin
verilmis tanliyi 6dayib-6damadiyini yoxlamagq lazimdir.

Niimuna 1. Vx — 3 + x = 5 tanliyini hall edin.

Halli: Nx -3 =5 -x Radikal olan ifadanitanliyin bir torafinds saxlayaq,
x=3=(5-x) tonliyin hak, iki torafini kvadrata yiiksaldok,
x*=11x+28=0 sadalasdirakyva hall edok.

X1= 4, X2=7

Yoxlama. x=4 oldugdaV4—3 +4=5; 5=5
x=7o0ldugdaN7-3+7=9; 9#5
x =7 verilmis tanliyi 6damir. Cavab: {4}

Qeyd/edsk ki, Vx —3 =5 —x tanliyini onunla eynigtcli
sistemina gatirmakls da hall etmak olar.

x—3=(5-x)?
5-x20

Bu tisulla halli siz yerina yetirin!

Oyranma tapsiriglari.
|L Tonliklari hall edin.

a)Wx+3-3=1 b)V3t+4+2=1 )V —7-1=2

d)V1-2x+1=4 €)W +16=15 A5 +x+2=3

g) Vx—2+x=8 h) W2 —x—4=x+2 i) Vax+3-Vx+1=1
& Tanliklari muxtalif Gsullarla hall edin.

a) 2 + 4x + 4 =3 b) V2= 2x+1=2x+1 )2 +6x+9=x+5

|i Tanliyi 6dayan ne¢a haqiqgi adad var?
a) (X —1)Vx+5=0 b) (x> —4)\x—1=2x2—8 )V4-x*-\x-4=3
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irrasional tanliklar va barabarsizliklar

irrasional barabarsizliklar

Radikal isarasi altinda dayisani olan barabarsizliys irrasional barabarsizlik
deyilir. irrasional barabarsizliklarin da halli hagiqi adadlar coxlugunda axtarilir
va kokin, barabarsizliklarin xassalarindan istifade etmakla rasional
barabarsizliklar sisteminin hallina gatirilir.

Niimuna. Vx2— 8x < 3 barabarsizliyini hall edin.

Halli: Verilmis barabarsizliyin halli dayisanin mimkin giymatlari sarti, yani
x2—8x > 0 sarti daxilinda har iki tarafi kvadrata yiksaltmakla

x2—8x <9 barabarsizliyinin hallina, basga sozls, onunla eynigicli asagidaki

sistemin hallina gatirilir: x2—8x>0,
{x2—8x< 9
Sistema daxil olan har bir barabarsizliyi intervallar. Gsulu ila hall edib, bu
hallarin kasismasini tapaq: + - .
x2—8x20, x(x—8) 20, S ,+;
{x2—8x<9 {(X—9)(X+ 1)<0 i P
-1 0 8 9 X

Cavab: (-1:0] V[8;9)

Niimuna: Vx +3>x+1 barabarsizliyini hall edin.
Halli: Sag tarafin isarasina gora iki hala baxaq.

1) x + 1 < 0 olarsa, barabarsizlik | 2) x + 1 2 0 olarsa, verilmis
X+ 3 20 sortini 6dayan bitln barabarsizliyin har iki tarafini kvadrata
x-lar Gglinddanir. Demali, yuksalda bilarik, yani bu halda
x+1<0, x+120,
{x+320 {x+3>(x+1)2
sistemini hall etmaliyik. sistemini alariq. Bu sistemin halli
Onun halli [43; —1) araligidir. [-1; 1)araligidir.

Verilmis barabarsizliyin halli [-3; -1) U[-1; 1) = [-3; 1) olur.

Oyranma tapsiriglari.
Barabarsizliklari hall edin.

1) Vx-322 2)\2t-3>1 3)V2x+3<3 MNz-4<2
5)Vk+15x>4  6)Vx-3x<2  7)A-2x>2  8)Vx—3x<\2
9) (- 4x)\3-x<0  10) W —6x+8 2-1 11) V2 —x—-2>0
12) Vx> —6x+9 <2 13)Vy?—4y +3 >3 14)Vx* +18 22 - x
15) \24 - 5x < x 16)\x +2 >x 17) e = 2x> 1~ x
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Ustlii tanliklar sistemi

Ustli tanliklar sisteminin halli digar tanliklar sisteminin hallindan farglanmir.
Burada azavetma, cabri toplama, grafik hall tGsulu va s. tatbiq olunur.

Niimunal: {9"”’ =729,
3*=v=1 =1 tanliklar sistemini hall edin.
Halli: Verilan tanliklar sistemini

9x+y_ 93
{3*‘“1 = 3%gsaklinda yazaraq, sistema daxil olan tanliklarin har
birinda quvvat Ustlarini barabarlasdirmakla xX+y=3,
{x— y—1=0 xott
tanliklar sistemini alariq. Bu sistemin halli (2;1) cttudir
Niimuna 2: { x—-y=1,
2%+ 2¥ =12 tanliklar sistemini hall edin.
Halli: Sistemin birinci tanliyindesnx.= y + 1 kimi tapib ikinci tanlikda yazmagla
y-a nazaran 2V*1 + 2¥ = 12 tanliyini alariq, onu da 2”:(2 + 1) =

va ya 2¥ = 4 saklinda yazmagq olar. Buradan y =2 voondax =2 + 1 =3 olar.

Belalikls, verilmis tanliklar sisteminin halli(3; 2) cttuddr.
Niimuna 3: { 2V x=-5"=3,
2V=*+ 5/~1=9 tanliklar sistemini hall edin.
Halli: Sistemin | tanliyini (—1)-a vurub Il ils taraf-tarafs toplasaq,
57+ 5/~1=6 tanliyinialarig. Onu da 5/(1 +§) = 6 soklinds yazaq.
Buradan y = 1 tapilir. y'=1 giymsatini sistemin | tanliyinds yerina yazaq:
21-x—-5=3;, 21-x=8;, 1-x=3; x=-2
Demeali, verilmis tanliklar sisteminin halli (=2; 1) cttidur.
Oyranma tapsiriqlari
Tanliklar sistemini hall edin.

a) {2x+y=32, d){ 4y =128, g){zu 2/ =36,

5x+3y=012 33x+2y-3=-1 X—y:3
b) [2n3'=18, e){3*— 3=6, h){zx+ ¥=17,
r3¥=12 34y =27 2Xt2_3y=§
C){ -2tr=1, ){ “-5/=3, i)<{3X+3y=1o,
31 xty=19 2"+ 5/71=9 x—y=2
Sakildaki grafikda 2004-ct ildan niimayis olunan iki  »A /}{ M [
mxtalif filma baxan tamasagilarin sayinin (y) illarin 12000 /[~y =40 00(1 25 |

5 Hicedi ; ; {4 I e e e
sayindan  (x) asiligr verilmisdir.  Filmlarin soof 5/ ,‘ = 12000057 |
tamasacilarinin dayismasi va bu grafiklarin kasisma il
noqtasi haqqinda fikirlarinizi yazin. T —b filmi

0 2 4 6 8

~

X
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Loqarifmik tanliklar sistemi

Loqarifmik tanliklar sisteminin hallinda da avazetms, cabri toplama va s.
Gsullar tatbiq edilir va logarifmik funksiyanin malum xassalarindan istifada
olunur. Bunu niimunsalar izarinda izah edak:

Niimuna: X+y=6,
log, x+ log, y = 3 tanliklar sistemini hall edin.

Halli: Aydindir ki, x > 0, y > 0 olmalidir.
Sistemin birinci tanliyindan y = 6 — x, ikinci tanliyindan isa logz (xy) = 3 ve ya
xy = 8 alariq.

Belalikla, {y= 6— X,

xy=8  sistemini aliriq.

y = 6 — x avazlamasini xy = 8 tanliyinds yerina yazmaqgla x> —6x + 8 =0
kvadrat tanliyi alinir. Onun koklari x1 = 2, x2 = 4 adadlaridir. Onda
avazlamadan y1 = 4, y» = 2 tapilir. Verilmis sistemin halli (2; 4) va (4;2)
cltloridir.

2% 3y+1=72 tanliklar sistemini hall edin.

Halli: Sistemin birinci tanliyindan x —y = 2 alarig. Buradan x =2 +y
avazlamasi aparmagqla sistemin ikincitanliyini 22*v- 3¥*1=72 va ya

3r+1- v+1= 36 saklina gatirmak olar. Onu da 6”** = 62 saklinda yazib aliriq ki,

y = 1. Onda x = 3. Belalikls, (3; 1) cltt verilmis sistemin hallidir.

Nimuna: {Iog2 (x=y)=1,

Oyranma‘tapsiriglari
Tanliklar sistemini hall edin.

a) (x—y=6,
log, x + log,y = 4

c) [log,(x#y)=3,
{m@u—w=1

e) { log,x +log,y =3,
log,x - log,y =1
g) { 302V =324,
log, (x-y)=1

log_y
i) log,x +2 =6,
x'=32

b) {X+y=a
log,x — log,y =1
d) logsx—log,y =1,
log,(xy) =3
lgx + gy = 4,
f)
lgx —lgy =2

h) {yﬂp=24
log,(y—x) =1

. log, y +log, x =2,
) X +y=12
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Umumilasdirici tapsiriglar

|L x? —y? =17 sortini 6dayan x va y natural adadlari t¢lin x-y hasilini tapin.

& y = 2x> + 3x — 7 parabolasi ila y = 4x — 4 diiz xattinin kasisma noqgtalarini

3.

tapin.

Trigonometrik tanliklarin hallini x dayisani G¢lin haqiqi adadls, 6 dayisani tglin
daraca ilo ifads edin.

a)sin?@+2cosB=-2,0°<0<360°  €)2sin’0 +sin26=0,

b) cos 26 +cosB=0,0°<0<360° f) cos?0 =% sin 26,

c) cos 26 +sin’0 = 0,0° <0 <360° g)tan x= - 28inx, 0 £ x <27

d)cosx=cotx, 0<x<2rn h) 4cos?2x + 4 cos2x + 1=0,0< x <21

Radiusu 5 sm olan ¢evrada uzunlugu 8 sm olan vatarin gardiyi
govsin uzunlugunu tapin. Cavabi< ondabirloara gadar
yuvarlaglasdirin.

Bolma amalini yerina yetirin. Qaligl miayyan edin.

a) (x*+3x2-67x+27) : (x + 10) c) 3m +4 —=11m*+5m?) : (4 + 5m)
b) (x3 + 8x? - 8x - 2) :{x - 1) d) (54n° + 36n*+ 54n - 16) : (9n - 3)

9gar dairanin radiusu 5 sm-dan 3 sm-a gadar azaldilarsa, onun ¢evrasinin
uzunlugu va sahasi ne¢a faiz azalar?

Agzi aciq qutu dizbucagli saklinds olan kartonun kiinclarindan kvadratsakilli
hissalarin ¢ixarilimasi, gatlanibyapisdiriimasy ila dizaldilmisdir.

Olcilari 15 sm x 13 sm olan kartonun kanarlarindan ¢ixarilan kvadratlarin
tarafi na gadar olsa, qutunun hacmi 198 sm? olar?

Paralelogramin diagonallari a = (3;3;0) va b= (-1;1;2) vektorlari ila miayyan
edilmisdir.

a) Gostarin ki, bu paralelogram rombdur.

b) rombun taraflarini gdstaran vektoru yazin va tarafinin uzunlugunu tapin.
c) rombun bucaglarini tapin.

y.= x? funksiyasinin grafiki Gzerinds ela néqts tapin ki, bu négtadan kegan
toxunan 2x + y = 0 dliz xattina paralel olsun.

290



Umunmilasdirici tapsiriglar

M), Funksiyanin téramasini tapin.

a)flx)= ?XX d) f (x) = e* cos2x g) f(x) = Ve + 1

b)y = 3 e) y = sin*(3x-2) h)y= \—/1X+—lx2_
V2x + 1

c) y = x3sin2x f) y = (1+cos2x)? i)y = xe>

m, f (x) = [x] tam hissa funksiyasinin [-2;3) araliginda grafikini qurun, kasilma
nogtalarini gostarin, bu noqtalarda sag va sol limitlari tapin.

|1_2. Uygunlugu miayyan edin.

1. f(x) = 2e* A) ibtidaifunksiyasi F(x) =sinx2+ ¢
2. f(x) = 2xe” B) ibtidai funksiyasi F(x) = e> + ¢
3. fix) = 2x cosx? C) ibtidai funksiyasi F(x) = e ¥c

|£). 9dadlari miiqayisa edin:

1) g =520, p = 330 ¢ =280 2) m = log,3, n = log:4
M. Barabarsizliyi hall edin:
a) (0,3)> 3i b) 2'3X>sin5—7c
’ 3 6
. . . . B s
|1_5. Sakilda verilanlara géra ABC diizbu- Sm T

caqh G¢bucaginin perimetrini va
sahasini tapin.

|16. Limitlari hesablayin.

2 _ 2_x—6
a) |imX—9 b) lim x> -7x+10 c)IimL
x—3 X2_4X+3 ), X2_4 X —3 X2_9
k- X -2 +2x—4 f) lim Atx-2
d) lim e) lim ‘0 x
ix-4 X2 x4 =23+ x— 2

|L7. Hansi clit adaddir?
a) iki-cit adadin adadi ortasi
b) ki sada adadin adadi ortasi
c) iki tam kvadrat adadin adadi ortasi
d) Vuruglarindan biri 4 olan iki adadin adadi ortasi
e) Ug ardicil tam adadin adadi ortasi
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118,

|19.

20.

21.

23.

|24.

|25.
|26.

ikihadlinin verilmis coxhadlinin vurugu olub-olmadigini yoxlayin.
1) P(y) =y* + 6y* + 7y> + 33y - 54, y+6
2) P(x) =x5-3x*-78x3+84x2 - 31x-88, x-10
3) P(b)=b5+8b*-11b>+10b - 8, b-1

A, B adadlari tam adadlardir va A : B nisbati 2 : 3 kimidir. 9gar A va B
adadlarinin har birina 100 alava edilss, onlarin nisbati 3:4 kimi olar. A va B-
nin giymatlarini tapin.

Limitlari tapin.
1 1
a) i 1+2+3+..+n b) Iim(—+i+...+—
im o 1.3 35 (2n—-1)(2n+ 1)

n—oo nZ

)

y = 2x3 —3x2— 12x + 6 funksiyasi Ug¢lin asagidakilari miiayyan edin:
a) Bohran nogtalarini;

b) Artma, azalma araliglarini;

c¢) Ekstremumlarini;

d) [-2; 2] pargasinda an boylik va an kicik giymatlarini.

. A(3;-4;-1),B(1;-2; 3)ve C(7;1;0) Ucbucagin tapa noqgtalaridir.

a) Z B-ni tapin.
b) Ugbucagin sahasinitapin.

c) Ucbucaq miistavisina perpendikulyar olan vahid vektoru tapin.
z

Ugolgiilii koordinat sistemindas tasvir edilmis diizbucag|i Pt

paralelepipedin tapa noqgtalarindan biri P(4; 2; 3) DL%JM_Z_L)
olarsa, paralelepipedin digar tapalarinin koordinatlarini ( 0— Ly
tapin. Al

X
ifadanin an/bdyiik va an kigik giymatlarini(sgar varsa) tapin:
a) 3 —2sina - cosa - tanal b) 3sina — 4cosa

1 1
Tonliyi hall edin:a)2:4 - 3.2" =2 b)3-4%+2.9%=5.6%

integrallarihesablayin.
3

4 e
X—x+1 1 -
a) _1[ —d\/— X b)J.7 dx c) jx(\7X+\/x)dx
X o2 0
1 121 %
d) j€_3x dx e) I cos?0do ) jtanze do
_1 7-‘1 0

2
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27.

|28.

|29.

130.

31.

32.

133.
|34.

135.

Verilan sartlara gora har hansi f(x) funksiyasinin grafikini ¢akin.

a) Iimsf(x)= -3, limflx)=1 va f(5) =0

X —5—

b) lim f(x)=2, Iimf(_x): 3vaf(—1)=5

c) limfix)=—1, Iim_)z‘(x)=— 4vaf(2)=—14
X —2+ X =i
Katetlari 5 sm va 12 sm olan diizbucaqh tG¢gbucagin:
a) uzunlugu 12 sm olan;
b) uzunlugu 5 sm olan tarafi atrafinda firlanmasindan alinan konusun hagmini
tapin.
c) a va b bandindan tapilan hacmlarin nisbatini yazin:

Verilan olclilara gora fiqurlarin hacmini tapin.

Gulnazgilin sinfinda 20 sagird var va ev tapsiriglarini miiallimin secimi ils har
gln bir nafar izah edir. Bu giin izah ti¢lin secilmis sagird hafts arzinds bir daha
secilmir. Gilnazin bazar ertasi bu is tglin secilma ehtimali ila ¢arsanba gliniu
secilma ehtimali eynidirmi?

Evin kilidinin kodu besragamlidir. Ne¢a miimkiin variant var:
a) ragamlar tokrarlandiqda; b) regamlar takrarlanmadiqda?

v(t) = 6t + 6 surati ils (m/san) diizxatli harakat edan cismin t = 1-den
t = 4 saniys anina gadar muddatds gat etdiyi masafani tapin.

z =4 mustavisiils x*+ y%+ 22 = 25 sferasinin kasismasini taqdim edin.

9dadisilsiladaas = 3, a7z = 17 olarsa, besinci haddi tapin. Bu silsilanin 30-dan

kicik olan hadlarinin camini hesablayin. 1
- 3
AT IEX

5
“
3
y=1+ —1x3 funksiyasinin grafiki verilmisdir. Ranglanmis g1
sahani tapin.
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136.

137.

138.

139.

|40.

l41.

|42.
|43,

|44.

: X+ DXP =
lim — "~  |imitini tapin.
Ax —0 AX

A (1;4) néqtasi f(x) funksiyasinin grafiki Gzarindadir. Qrafikin 3 vahid sola para=
lel kéglrdlmasi va x oxuna nazaran aksetmasina gora A noqtasinin yeni
koordinatlarini yazin.

Komponentlari ila verilmis a va b vektorlarinin skalyar hasilini tapin. Bu vek-
torlar arasindaki bucagin néviini miayyan edin.

1)a=(-2;1), b=(1;2)
2)a’=(2;3;-1), b=(4;3;-17)
3)a=(1;-2;5), +b=(3;-2;-2)

P (1; 4; -2) noqtasindan kegan va?(3; —1; 2) vektoruna perpendikulyar olan
mistavinin tanliyini yazin.

Barabarsizliklari hall e%in:

a) 2(5-x) >3x; b)>—— >\342;c)4<2-3x<8; d)|x=3~1/<3
2-3

a) Diagonallari 12 sm va 16 sm olan rombun sahasini, perimetrini, hiindlr-

[Gylnd va daxiline ¢akilmis ¢evranin radiusunu tapin.

b) Perimetri 32 sm;hindirliiklari 3 sm'va 5 sm olan paralelogramin sahasini

tapin.

y=x3,y==x3+2, x=0va x = 6 xatloriila 8hats olunmus sahani hesablayin.

[-2; 2] parcasinda y =4 — x2 funksiyasinin grafiki ile htidudlanmis mistavi
hissanin x oxu@atrafinda firlanmasindan alinan figurun hacmini tapin.

1) ifadalari hesablayin:

a) sPs, sPs, 1iPs, 12Ps; b) 15Cs, 4Ca, 8Ce, 12C3.
2) Hansi boyukdr: sP« yoxsa, sCk?

3) isbatedin ki, nCk = #Cnx

Lotereya udusu 0-dan 9-a gadar ragamlardan lotereya barabanin secdiyi
takrarlanmayan U¢ ragamla miayyan edilir. Adilin geyd etdiyi (¢ raqama goéra
udma ehtimali na gadardir?
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l46.

|47,

|48.
|49.

|50.

|51.
|52.

|53.

|54.

|55.

|56.

a) Ucbucagin taraflarinin uzunluglari nisbati 5 : 5 : 6 kimidir. Ucbucagin
perimetri 32 sm olarsa, taraflarinin uzunluglarini va hiindurliklarini tapin.

b) Yan tarafi 15 sm, oturacaga ¢akilmis hiindlrliyld 12 sm olan barabaryanli
lcbucagin perimetrini, sahasini, daxilina va xaricina ¢akilmis cevralarin
radiuslarini tapin

Bahar marafon gagisinda yolun besda bir hissasini gagmisdir. O, daha 4 km
gacarsa, bitlin masafanin dordda bir hissasini gagmis olar. Qacis yolunun
uzunlugu neco kilometrdir?

ilk 50 natural adadlar coxlugundan 2-ninwa 3-iin misillarini atsag, negs éle-
mentli coxlug alinar?

tan x = i, < x <3 va sin y= - , 3—T[< y <21 oldugunu bilarak
12 2 5 2

cos(x — y) ifadasinin giymatini tapin.

Boyuk dairanin radiusu, kicik dairslarin isa har
birinin diametri 4 sm-dir. Sakilda strixlonmis
hissanin sahasini tapin.

f(x) ==2x3 + 15x%2 — 24x funksiyasi hansi araliqda artandir?

‘“0323 Vlogz 2
—3

Hesablayin: a) Ig2 - 1g50 +1g?5

y = x* — 4x3 funksiyasi verilmisdir. Funksiyanin:

a) grafikinin koordinat oxlari ila kasisma noqtalarini tapin;
b) bohran nogtalarini tapin;

c) artma-azalma araliglarini tapin;

d) ekstremum noqtalarini va ekstremumlarini tapin;

e) grafikini gurun.

a) Torbada 5 ag, 4 qirmizi sar var. Geri qaytarilmadan tasadufi olaraqg ardicil
iki sar ¢ixarilir. Bu sarlardan an azi birinin ag rangda olmasi ehtimalini tapin.
b) Sarti ehtimalin diisturunu va ona aid bir nUmunani yazin.

40 turisti yerlasdirmak tg¢lin Ggnafarlik va dordnafarlik ¢cadirlar quruldu.
Cami 12 cadir quruldusa, onlarin negasi G¢nafarlikdir ?

Latif 20 daqigaya kitabin 24 sahifasini oxuyursa: a) 35 dagigaya ne¢a sahifs
oxuyar? b) 360 sahifalik kitabi na gadar vaxta oxuyar?
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|57.

|58.

|59.

|60.

l61.

l62.

l63.

l64.

l65.

y = kx + b diiz xatti absis oxunu (-3; 0) néqgtasinds,

y = 3(x —2)? parabolasini ordinat oxu Gzarinda kasir.

Sy,

a) Diiz xatt parabola ils daha hansi nogtada kasisir? (-3, 0)

b) Rangli hissanin sahasini tapin

Hacmi 4 sm3, yan sathinin sahasi 8 sm?olan diizgiin dérdbucaqgl piramidanin
oturacaginin tapasindan garsidaki yan (iza gadar masafanitapin.

x—3 . I
flx) = ) funksiyasi verilmisdir.

a) tayin oblastini tapin; b) tars funksiyani yazin va giymatlar coxlugunu

gostarin; ¢) fix—1) £ 0 barabarsizliyini hall edin.

Uygunlugu miiayyan edin (c.ardicilliginn-ci haddi, S ilk n haddin comidir) 1.

Sa=n%+3n A)c2=6 B)c2=5 Cc2=4
2.Sn=n? D) handasi silsiladir E)cn=2n-1
3.5,=2"-1

a,be N, a: b=3:4,3KO0B(a; b) + @3BOB(a; b) = 39 olarsa, a + b camini tapin.

- - -

X=i- Zj: kv y=i—j—k olduguna gora asagidakilari miayyan edin.
a) 3x-2y b)|x—2y[ c)4x+2y”
Sakilds verilan piramida haqqinda asagidakilar malumdur:

HlndurlUyldn oturacagi olan F nogtasi AB-nin orta noqtasidir,
TF =5 m, ABCD dizbucaghdirvae AB=6m, BC=8m

a) Piramidanin sathinin sahasini tapin L
b) Piramidanin hacmini tapin. K- &

Tonliklari hall edin.
a)4sin’x—3 cosx=3 b)tanx—3cotx—2=0
c).sin3x +sin5x=0 d) cos3x—cosx=0

OKOB (84; 126) b) 9KOB (54; 72)
OBOB (84; 126) OBOB (54; 72)

Hesablayin. a)
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|66.

l67.

|68.
|69.

|70,

|71.

|72.

- 1) ¢-nin hansi giymatinda (¢?— 4)x = ¢ + 2 tanliyinin: a) yegana halli var;

|74.

175

a) x =13 olduqgda (3x +y)*+2 (3x +y) (x—y) + (x—y)*;

P _ AR2 2
b)a-= \5-1 olduqgda V2-ab + V2b?-a ifadasinin giymatini tapin.
1+b? 1+ b?

Torbada ag va qgara rangli kiiralar var. Qara kiiralarin sayinin ag kiralarinsayina
nisbati 3:2 kimidir. Qara kilralarin yarisini ¢ixarsaq, torbada qalan ag kirslarin
sayl gara kiralarin sayindan 3 adad ¢ox olar.

1) Torbada ne¢a kiira var? 2) Torbaya baxmadan iki klira ¢ixarilsa:

a) har ikisinin ag rangli olmasi; b) muixtalif rangli olmasi ehtimalini tapin.

sin x (cos y + 2sin y) — cos x (2cos y — sin'y).= 0 olduguna goéra
tan (x + y)-i tapin.

Cisim a(t) = 2t tacili (sm/san?) ila.duzxatli harakat edir. Cismin baslangic surati
9 sm/san-dir.

a) Cismin v(t) stirat funksiyasini miiayyan edin

b) Cismin t = 0-dan t = 5 saniya anina gadar miiddatda getdiyi masafani ta-

pin.

A(1; -2;7), B(2;3;5), D(-1;3;6) nogtalari ABCD rombunun tapalaridir.
C topasinin koordinatlarini tapin.

a) 3x*>— x — 1= 0 tanliyinin koklarinin kvadratlari camini tapin.

b) x*— 2mx+ m + 2 =0 koklarinin cami onlarin hasilindan 1 vahid boyukddr.
m-i tapin va tanliyi hall edin.

31 32 35 36

32 /b: grc: 34/ d: 35

9dadlari artan sirada diiziin. g =

b) sonsuz sayda halli var; c) halli yoxdur?

2x+y=c,
2) c-nin hansi giymatinda tanliklar sisteminin bir halli var? y=x2
. - B
Mustavini kasan AB pargasinin uclari /)

mustavidan 8 sm va 2 sm masafadadir.
Parcanin Miorta nogtasinin mistavidan
masafasini tapin.

Torbada 10 sari, 10 girmizi, 10 mavi sar var. Dilara torbaya baxmadan
tesadiifi bir sar ¢ixarib rafigasina verdi, sonra torbada galan sarlardan
daha birini ¢ixardi. Cixarilan sarlarin maxtalif rangli olma ehtimali negadir?
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|7_6. Tanliyi hall edin: a) |[x+ 6] = |x - 66] b)[3x+2/ +]3-x=5

"
~3
|17. Sakilda verilanlara géra x bucagini tapin. ﬁ
1g°

178.

|79.

|80.

I81.

183.

Gundalik marjinal maya dayarini C'(x) = 0,000006x2 — 0,006x + 4 funksiyasi ila
modellasdirmak olar, burada x istehsal olunan mahsulun sayini gostarir.
Glndalik sabit xarcin 100™ oldugunu nazars alaraq;:

a) ilk 500 mahsul Gglin Gmumi maya dayarini tapin.

b) 201-ci mahsul istehsalindan400-ci mahsul. istehsalina gadarki maya
dayarini tapin.

Cisma tatbiq olunan iki glivva 30N va 40 N ol-
magqla 302 bucaq tagkil edir. Bu giivvalarin
avazlayicisini tapin.

GOstoris: kosinuslar teoremindan istifada
edin.

30N
30° .
40N

Diametri 10 sm olan kiirs va radiusu 6 sm
olan konus a mustavisi Gzarindadir. o mus- B

tavisindan 8 sm masafada ona paralel.f mus- \ /6\ A:éx \
tovisi kegcirilmisdir.. Kiiranin va konusun 8 ( )/ \

mistavisi ilo kasiyi konqruyent dairalardir.
Konusun hiindirliytnd tapin.

o

Funksiyalarin‘artma va azalma araliglarini, bohran nogtalarini, ekstremum-
larini tapin va grafiklarini/qurun.

a) f(x)= x*=6x*+12x+4 b) f(x)=(x+1)*
c) fx)=x3=4x*+3x d) f(X)=)ﬁ

Orta yaginti miqdari. ilin svvalindan baslayaraq (x giin sonra) giindalik yaginti
miqgdarini(santimetrla) r (x) = 0,00002(6511 + 366x — x?) funksiyasi ilea miayyan
etmak olar. 180 giin arzinda dlisan orta yaginti migdarini miayyan edin.

f(x) =|x funksiyasinin grafiki koordinat baslangicindan kegan ibtidai funk-
siyasini tapin.
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|84.

85.

186.

187.

|88.
|89.

|90.
lo1.

192.

194.

2
Ata qizil kilgani 3 oglu arasinda boldi. Boyik ogluna kilganin S hissa-
sini, ortancil ogluna isa % hissasini verdi. Qalan 240 g qizili isa kigik
ogluna verdi. Kil¢ga ne¢a qram idi?

Havanin temperaturu. 10 saat arzinds havanin temperaturunu
f(t) =-0,1t2+ 0,8t + 34, 0 < t < 10 asihligr ila miayyan etmak olar.
a) Minimum temperaturu tapin.

b) Maksimum temperaturu tapin.

c) Orta temperaturu tapin.

Bucagin daxilinde M ndqtasi verilmisdir. M ndqgtasindsn els diiz xatt kegirin
ki, bu diiz xattin bucagin daxilinds galan pargasiM noqtasi ila 1:2 nisbatinda
bolinmis olsun.

X, y, z natural adadlar, 5y = 6z, x = 2z olarsa, x + y + z caminin an kigik
giymatini tapin.

a —$—= 3 olarsa, a? +% ifadasinin giymatini tapin.

5 %-li 16 / duz mahlulu ile 10 %-li 24 I duz mahlulunu garisdirdigda alinan
mahlulun neg¢a faizli eldugunu tapin.

Handasi silsila tagkil edan li¢ natural adadin ikincisi birincisindan 3 vahid
boylikdir. Belassilsilalarin sayini tapin.

x—y=7,x+y=42olarsa, x> — y*> — 5x — 5y ifadasinin giymatini tapin.

Verilanlara gdra x bucaginin daracs 6l¢tsini tapin. ms

O noqtasi gevranin markazidir. A

. GUnln muayyan vaxtinda sahar meydanindaki heykalin kdlgasinin uzunlugu

12 m olur. Bu.zaman kolganin uc ndqgtasina heykalin an hiindur
noqtasindan ¢akilmis diz xatla tfliqi kdlga xatti arasinda galan bucaq 35°
olur. Heykalin hindurlGyand tapin.

Verilmis funksiyanin tars funksiyasini tapin. Verilmis funksiyanin va tars
funksiyanin tayin oblastini va giymatlar ¢oxlugunu gostarin.
a)y=23%3+1 b)y=1-log,(x+1)
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|15. Cisim verilmis s(t) ganunu ila diizxatli harakat edir. s(t) funksiyasinin grafikini
tasvir edin. ikinci tartib tdramadan istifads etmakls tacili tapin. Cismin
yavaslyan, yaxud yeyinlasan harakatda oldugunu miayyan edin. Qurdugunuz
grafikds bu 6zini neca gostarir?

a) s(t) =22 + 4t b) s(t) = 40t + 10t — 5¢?
96. Verilan 6lctilara gora fiqurlarin: ¢
[2¢ lstlor gora fiq =
a) hacmini; !I m .
b) sathinin sahasini tapin. S 0m N

diiz prizma 5sm

M' Bir qurgunun hacmi 60000 m3-dur. Bu hacmi kub santimetrls ifada edan adadi
standart sakilda yazin.

@. (2;2) négtasindan kegan, absis oxuna va y = 4 diiz xattina toxunan gevranin
tanliyini yazin

|9_9. Sinifda 14 sagird var. Onlardan ikinafari bu giin kegiralacak tadbirds gonaglari
garsilamagq Uglin secgilmalidir.
a) Nega variant miimkunddr.
b) Nargiz bu sinifda oxuyur. O, ya Seymurla, ya da Gulnarla secilmak istayir.
Bu hadisanin ehtimali necadir?

@0. ABCD trapesiyasinin AD oturacagl o mustavisi

B C
Uzarinds; diagonallarinin O kasisma noqgtasi ms- i

tovidan 2 sm masafadadir. AD:BC = 3:2 olarsa, B 7=5C,
trapesiyanin BC oturacagindan a mistavisine ga- /%_.—M/

dar masafani tapin. D

M)I, Orta ahali artimi. Tutag ki, 6lka ahalisinin t-ci ildaki artimini
P(t) = 5,49 kimi muayyan etmak olar, burada P ahalinin (milyonla) sayini,
t isa 2000-ci ilden baslayaraq illari gdstarir. 2001-ci ildan 2005-ci ila gadar
illik orta ahaliartimini tapin.

@2. Qatarin‘stirati 70-dan 85 km/saat gadar artarsa, eyni yolu getmaya sarf olu-
nan.zaman ne¢a faiz azalar?
X_
@3. a) Y 3 olarsa,
X

b) 871 = 472 olarsa, 3x — 2y ifadasinin giymatini tapin.

X+

4 ifadasinin giymatini tapin.
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|104.

a) Eyni slratls isloayan 3 fahla miiayyan isi 15 glina yerina yetirir. Homin
siratle bu isi 5 fahla nec¢a glina yerina yetirar?

b) Bir isi 24 isci eyni siratle glinda 8 saat islomakls 30 glina yerina yetirir.
GUnda 6 saat islamakla nega isci bu isi 20 glina yerina yetira bilar?

@5. 1) Asagidaki cadvala gora dispersiyani va standart meyli hesablayin.

|106.

|107.

|108.

|109.

|110.

|111.

X 6] 710 11] 11 13]16/18] 18 [cam
X=X 7| -6 | -3| —2| =2 0| 3] 5| 12
(x=x? | 49]36]| 9| 4| 4| ol 925144/ 280

2) Verilan malumata goéra siz da cadval tartib edin, dispersiyani va standart
meyli tapin.

a) 74,72, 83,96, 64, 79, 88, 69

b) 326™, 438™, 375™, 366™, 419™, 424"

Sakilda verilanlara géra har bir'rangli 34 34
hissanin perimetrini va sahasini tapin.

A 42 N 18 C

Cevra Uizarinda 12 néqta geyd edilmisdir. Topalari bu néqgtalards yerlasan neg¢a
Ugcbucaq qurmaq olar?

ictimai tagkilatin rahbarliyina seckilorda saslarin 65%-ni Tahir, galanini isa
Ulkar gazandi. 9gar Tahir Ulkardan 120 sas ¢ox gazanmissa, sasvermada
neg¢a nafor istirak etmisdir?

ifadoni sadslagdirin:

a) (210 + 210+ 210 4 Q10)/3 b) Vx+2W—1+Vx-2Vx-1

102564 adadinin sonuncu ragamini pozub avvalina yazdiqda alinan 410256
odadi 102564-dan 4 dafa boyik olur: 410256 = 4 x 102564.
Sonuncu ragami 9 olan els altiragamli adad tapin ki, bu xassaya malik olsun.

6.cmx12 sm 6l¢ilt diizbucaglh formali varaq diagonali
boyu qgatlandi. Kanara gixan hissalar kasildikdan sonra
acildigda romb alindi. Bu rombun tarafinin uzunlugunu
tapin.
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|E2. 9hmad uzunlugu 500 metr olan dairavi gagis yolunda 12 km/saat, Elmir isa
9 km/saat siiratla gacir. Onlar eyni vaxtda eyni négtadan eyni istigamatda
harakata baslayirlar.
a) Necga dagigadan sonra onlar yenidan gorisar?
b) Onlar gagmaga davam etsalar, harakata basladiglari nogtada
gorisarlarmi? 9gar miimkindirsa, bu gorls ne¢a dagigadan sonra bas
verar?

|H3, A va B ¢evraya toxunma noqtalaridir. Cevranin di-
ametrinin 2,4 sm oldugunu bilarak x-i tapin.

|E4. Sakilde zamandan asili
olaraq siratin dayismasinin N A(8;9)" B14:9)
grafiki verilmisdir. Orta
suratin 7,52 m/san
oldugunu bilarak grafikda
verilanlara gora t zamanini
tapin.
Gostaris: Gedilan yolun
grafikalti sahanin comina
barabar oldugunu nazara
ahin.

B 7)

Zaman

|E5. A(0; 3; 4), B(1; 2; 0) va C(-1; 6; 4) noqtalarindan kegan mustavinin tanliyini
yazin.

|H6. Verilan olcilara gora fiqurlarin tam sathinin sahasini va hacmini tapin.

E 5m
a’l ---------- N
12m 8m
diizbucaqliparalelepiped diiz prizma diiz dairavi silindr

|E7. a) ¥ = 2 + \x — 1 funksiyasinin tars funksiyasini tapin.
b) y="N2*—8 funksiyasinin tayin oblastini tapin.
c) y =log1(3 + 2 sin 2x) funksiyasinin giymatlar ¢coxlugunu tapin.
2
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|118.

|119.

|120.

|121.

122,
123,

|124.

[125.

|126.

Radiusu R va r olan iki ¢cevra xaricdan
toxunur.

a) Ortaq toxunanin toxunma noqtalari
arasindaki masafani (T1T2);

b) Ortaq toxunma noqtasindan ortaq
toxunana gadar masafani (KT) tapin. ' R

T T T2

Silindrik ¢anin daxili sathini boyamaq Ggiln bir kvadrat metrina 20 manat ol-
magla cami 2000 manat 6danilmisdir. Canin darinliyi 10 m-dir.

a) Canin i¢ sathinin sahasini tapin. N

b) Canin radiusunu tapin.

¢) Canin hacmini hesablayin.

Karim uzaq masafaya gacisi zamani hava giinasli oldugda saatda 10 km
suratla, hava yagish olduqda isa saatda 6 km siratla gagir. O, 20 km
masafaya gagisi 3 saata tamamlamissa, gagis boyu nega saat yagisli
olmusdur?

Sakilda gostarildiyi kimi konveyer hissasinda
radiuslari 10 sm olan g diskin markazlari
arasindaki Gfligi va saquli masafa 80 sm va

60 sm-dir. Diski shata edan kamarin uzunlugunu
tapin.

Maxraci: a)100-U asmayan; b) n-i asmayan bitlin dizgin kasrlarin comini
tapin.

x adadim va 9, y.adadi 2m va 15, z adadi 3m va 18 adadinin adadi orta
giymatina barabardir. x, y, z adadlarinin adadi orta giymatini m dayisani ila
ifads edin.

Koklari verilan adadlar olan tam amsalli an kigik daracali goxhadli yazin.
a)1;4;3 b)-1; 3; -5 c)3;-3i; 1

Yasayis mantagasinda aparilan arasdirmalar gostardi ki, burada yasayan
ailalarin 15%-nin avtomobili yoxdur, 60%-nin bir avtomobili, 20%-nin iki av-
tomobili, 5%-nin li¢c avtomobili var. Bu mantagada 100 ails yasayirsa, bu-
rada‘negs avtomobil var?

Barabartafli iki Ggbucaq verilmisdir. Sahasi bu li¢gbucaglarin sahalari comina
barabar olan lGigbucagi qurun.

303



Umumilasdirici tapsiriglar

127
128

|129.

130

|131.

132

|133.
|134.

135

|136.

Mbaxraci 82 olan neg¢a ixtisar olunan diizglin kasr var?

Taxta pargasini 5 hissays ayirmagq lg¢ln 8 daqiga lazimdir. Bu taxta pargasini
8 hissaya ayirmagq Ug¢iin na gadar vaxt lazimdir?

xX2+y?=1va (x-1)*+ (y - 2)% = 4 tonliklari verilmis har iki cevrani shata eda
bilan li¢lincl ¢evranin radiusu an azi na gadar olmalidir?

Sakilda gostarilan dlizglin altibucaglinin hansi hissasi
ranglanmisdir.

Fiqurda paralel pargalar oxla qeyd edilmisdir.
Sakilda verilanlara gora b pargasinin uzunlugunu 2
tapin. b

2 3

24x* +25x - 47 _ _8x -3 -
ax -2 ax -2
giymatlarinda dogrudur. a sabitinin giymatini tapin.

tanliyi ax # 2 olmagla x-in bitin

x? —xy — 2y? ifadasini vuruglara.ayirin.
Riyaziyyat giymatlandirma tapsiriglarinda 25 sual var. Har diiz cavaba 4 bal

verilir, har sahv cavaba gora 1 bal ¢ixilir. Basir butiin suallara cavab yazmis
va 35'bal toplamisdir. Basirin neg¢a sahv cavabi olmusdur?

(—4;0) va (0;3) nogtalarindan kegan ve markazi x — 2y + 11 = 0 diiz xatti
Uzarinda yerlasan ¢evranin tanliyini yazin.

Qrafik tasvirlarda verilanlara gora rangli hissanin sahasini tapin.

b) c)




Umumilasdirici tapsiriglar

|£37. Ugolciilii koordinat sisteminda qurun:

a) A(—1; 2; 3) noqtasini; b) y = 4 mistavisini.

|E8. Olgiilari (1; 0; 0), (0; 2; 0), {0; 0; 6) vektorlari ils miayyan edilan paralelepi-
pedin hacmini tapin.

|£39. Hacmi 9856 sm? olan konusun radiusu 28 sm olarsa: a) hiindurlaytnu;
b) doguranini; c) yan sathinin sahasini tapin.

MO. Sagirdlarla sinif rahbarinin birlikda ortayasi 16, sinif rahbarinin 36,
sagirdlarin orta yasi isa 15-dir. Sinifds ne¢a sagird var?

MI. Taraflarinin uzunlugu 1 va \2 olan diizbucagli formal
varaq sakilda gostariliyi kimi, tapalarindan birnin garsi
tarafin lizarina dlismasi sarti ila gatlanmisdir. Bu halda 1
geyd edilan d uzunlugunun giymatini tapin.

\2

MZ. idman meydancasinin 3 girisi var. Meydangaya galan iki nafarin eyni
gapidan daxil olma ehtimalini tapin.

MS. Olguilari 1x3x2,8 vahid olan diizbucaqli para-
lelepiped formali.qutuya diametri 1 vahid olan ?

8 sar yerlasarmi? 2,8

3

|£M. x? + y? — 8x = 0 tanliyi ila verilmis ¢evranin radiusunu tapin

MS- a, b, c miisbat adadlari handasi silsilanin ardicil hadlari olduqgda Iga, Igb, lgc
adadlarinin adadi silsile amals gatirdiyini isbat edin.

M& Sadalagdirin. -1 9°-1 13’-1
32-1 72 -1 112-1

305



Umumilasdirici tapsiriglar

|£W. Ciyalakli va arikli sokoladlar girmizi va narinci qutularda satilir. Qirmizi qutu-
larda 17 ¢iyalakli, 5 arikli sokolad, narinci qutularda isa 7 ¢iyalakli, 11 arikli
sokolad var. @gar Hiuseyn bir qirmizi qutu konfet almissa, ne¢a qutu narinci
konfet alsa, ¢iyalakli va arikli sokoladlarin sayi barabar olar?

MS. a) 20a2 = 12-n oldugda a ragamini tapin, burada ne N.

b) 7a3b saklinda olub 15-3 béliinan ne¢a dérdragamli adad var?.

3
|£I9. flx) =% — x — 3 funksiyasinin [-2; 2] parcasinda an boyuk va an kicik

giymatini tapin.

[150. £ (x) = 4= 2*** funksiyasi verilmigdir:
a)f(x)= —% tanliyini hall edin.
b) Funksiyanin an kicik giymatini tapin.

|L51- Hesablayin.
a) V13- \52-V1172— 108 b) (6 +2B2 68  )NB+2- V11-6V2

|LSZ. Ham 35-3, ham da 42-ya boldikda qaligda 3 alinan an kigik coxragamli
adadi tapin.

|L53. 1) 2772 adadinin an boyik sads vurugunu tapin.

2) 210 adadinin,shar birinin yalniz:a) iki sads vurugu; b) li¢ sada vurugu
olan neg¢a bolani var?

|L54. Sakilda verilanlara.géra ABCD barabaryanl
trapesiyasinin perimetrini va sahasini, yan
taraflarinin ¢evraya toxunma nogqtalarini
birlasdiran MK pargasinin uzunlugunu tapin.

A
|LSS. Elmi tadgiqat aparan grupda riyaziyyatcilarin orta yasi 40, kompiiter elmi
mutaxasislarinin orta yasi isa 35-dir. Qrupda cami 40 nafar varsa va orta yas
tam adada barabardirss, riyaziyyatgilarin sayinin kompiter
mutaxassislarinin sayina nisbatini tapin. Midmkin hallara baxin.
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|LSG. Ardicilligin ilk dérd haddi 1; 4; 2 va 3-dur. 5-ci haddindan baslayaraq har bir

hadd 6ziindan avvalki dord haddin camina barabardir. Bu ardicilligin
sakkizinci haddini tapin.

|LS7. a) Qabarig onbirbucaqglinin nega diagonali var?

|158.

|159.
|160.

l161.

|162.

|163.

|164.

b) Diagonallarinin sayi 54 olan gabariq coxbucaglinin daxili bucaglarinin
camini tapin.

Avtomobil sirkatlari avtomobil miiharrikinin yagini tanzimlayan klapanin asagi
va yuxari periodik harakatini f(t) = sint - cost funksiyasi ile-muiayyan edirlar.
Klapanin ragsi harakatinin amplitudunuva tezliyini tapin.

A(1; -2) va B(4; -2) noqgtalarindan kegan diiz xattin tanliyini yazin.

Barabarsizliyi hall edin:
a)x*< 36 b)|2x—3| <x

Hafta arzinda idman zalina galanlarin sayi har glin avvalki glinda galanlarin
sayinin ikigatindan 10 nafar az olmusdur. ©gar sanba stiinii idman zalina 130
nafar galmissa, ¢arsanba glinli zalda nega nafar olmusdur?

Cevrasinin uzunlugu 12 sm olan daira dord barabar
hissaya bolinmis va sakilda gostarildiyi kimi
ronglenmisdir. isigli négta gevra boyunca saat agrabinin
harakati istiqgamatinds 100 sm.uzunlugda yol gat
etdikda hansi rangli hissaya uygun qovs lzarinds ola-
caq?

Uzunlugu 48 sm olan maftil birinin uzunlugu digarindan 2 dafa ¢ox olan iki
hissaya ayrildi. Bu maftillardan iki kvadrat diizaldildi. Kvadratlarin sahalari
camini tapin.

Haftalik istehsal edilan x vahid mahsulun maya dayarini

C(x) = 0,3x3— 5x2 + 28x + 200 funksiyasi ila ifada etmak olar.

Marjinal maya dayarini ifade edan MC(x) = C'(x) funksiyasini yazin.

Bu funksyalarin grafiklarini eyni koordinat sisteminda grafkalkulyatorla qurun.
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|165.

|166.

|167.

|168.

|169.

|172.

. CT gevraya toxunan, CT = BT, ZTAB = 76°

Talat A ndgtasindan D ndqtasina BC xatti

Uzarinda olan noqtaya toxunmagla A

galmalidir. Talat BC izarindaki noqgtani 20m D
harada sec¢ca, an yaxin yolla A-dan D-ya 10m
gola bilar? B 42 m C

a) x> — 5x + g = 0 tanliyin koklari Gglin x12+ x22 = 13 6danirss, g-nu tapin.
b) a-nin hansi giymatlarinda ax? + x + 1 = 0 tanliyinin iki muxtalif kokd var?

Qutuda 6 ag, 4 gara kira var. Onlardan 3-i tasadifan ¢ixarilir. Rangina gora
hansi tarkibli kiiralarin ¢ixmasi daha ehtimalldir.

Yayin 3 sm sixilmasi tGiglin 9 N qlvvatatbiq edilmisdir. Yayin 4 sm sixilmasi tigln
gorilan isi hesablayin.

(3;9) va (11;3) gevranin diametrinin uc néqtalaridir. Bu ¢evra daxilina
¢akilmis ticbucagin ikitapasi bu néqtalards yerlasir. Ugbucagin tiglinci
topasinin ela koordinatlarinitapin ki, sahasi maksimum olsun.

. Oturacagi AC olan barabaryanh ABC lichucaginda P va Q noqtalari uygun

olaraq/CB va AB taraflari.lizarindadir.
AC =/AP = PQ = QB olarsa, B bucaginin daraca 6l¢lisini tapin.

T
olarsa, ZBTA-ni tapin.

BX___/A ¢©

Tassavvir edin ki, piroq sakilda gostarildiyi kimi
dilimlanmis ve némralanmisdir. ilk istadiyiniz dilimi gétiirs
bilarsiniz, lakin sonraki dilim yeyilmis dilimin yanindaki
olmalidir. 6 dilim tortu bu clir yemayin ne¢a miimkiin
varianti var?
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|L73. a) a =sin 3°, b =sin 5°, ¢ = cos 88° adadlarini miigayiss edin.

b) y = sin®x-cos?x funksiyasinin giymatlar coxlugunu tapin.

|1_74. Aslan evini Garaya 60 000 manata satdi. Garay bu evi tezlikle 10% bahasina
Camala satdi. Camal evi aldigi giymatdan 10% ucuz olmagla yenidan Aslana
satdi. Aslanin bu alqi-satqida galiri varmi, varsa, na gadardir?

1 1
|1_75. 1) n-nin hansi giymatinda B + B + % N %, barabarliyi dogrudur?

2) x-in hansi giymatinda 2*— 3; 27; 2*~1 + 2 adadlari handasi silsilanin ardicil

hadlaridir?

|L76. 15 bigingi gamanliyin 2— hissasini 4 saata bicir. 9 bigingi bu camanliyin

i— hissasini neca saata bicar?

|L77. V15 +\30 =45
3. 46-3

ifadasini sadalasdirin.

6
|L78' ?f(x)dx =8 va }f(x)dx =2 olarsa, | f(x)dx integralini hesablayin.
0 0 4

|1_79. a) 200 adadini 30% azaldib, yeni adadi 30% artirsaq, hansi adad alinar?
b) Malin giymatini 10% artirib, sonra yenidan 10% azaltdilar. Qiymat neca
dayisdi?

|1_80. Qutuda 6 gara, x sayda ag kiira var. Tesadlifan gotirilan bir kiiranin ag
2
olmasi ehtimall 5 olarsa, x-i tapin. Bu qutudan 2 kira ¢ixarilsa, onlarin
mixtalif rangli olma ehtimalini tapin.
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|1_81. a) Tili a olan diizglin tetraedrin hacmini tapin.
b) Hacmi V olan diizgilin tetraedrin hiindirlGylni tapin.

@2. [-2;2] pargasinda verilmis y = 2 —|x funksiyasinin grafikinin Ox oxu atrafinda
firlanmasindan alinan fiqurun tam sathinin sahasini tapin

|1_83. Tanliyi hall edin:
a) cotx:(1 —cosx) =0 b) sin3x + cos®x = 1 + 3sinxcosx

|184. g-nin hansi giymatlarinda sinx + cosx =\2 *log a tanliyinin halli var?

|1_85. AABC-da £C=90°, LA =32°,7AC =48 sm olarsa,
CD medianinin uzunlugunu tapin.

|1_86. 100 ballig giymatlandirma sistemi ila sinifdaki 30 sagirdin orta naticasi 70
bal olmusdur. Sagirdlardan 5 nafari 20, 25, 25, 30, 40 bal gazanmis va kegid
balini toplaya bilmamisdir. Kegid bali toplayanlarin orta balini tapin.

|1_87. 87-ni hansi natural adada bdlmak lazimdir ki, gismat bdlandan 2 vahid
boyiik, galiq iss bélendan 1 vahid kicik olsun?

@8. ikiragamli natural adadin ragamlarinin yerini dayissaniz, alinan adad
avvalkindan 20% cox olar. ovvalki adadi tapin.

|£39. Hesablayin:
a) sin18°:sin54° b)

c0s253° —sin?23°

sin14°

|20. (=3;.4) nogtasi 8 donma bucaginin son tarafi Gzarindadir. sinB -nin
giymatini tapin.

|1_91. 1+ 2 cos x = 0 tanliyinin [0; 2mt] parcasindaki kéklarini tapin.
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|192.

1193,

|195.

|196.

|197.

Fermada stid mahsulunun migdari 4 il arzinds asagidaki kimi dayisir: Birinci
iki il x % artir, novbati iki ilde x % azalr. Tutaq ki, fermada artiq 100 vahid sid
istehsal edilmisdir. Novbati 4 il miiddatinds avvalindan sonuna gadar siid
miqgdari hagginda malumat sarti faiz gabul etmakls taqdim edin.

Bilik yarismasinin se¢ma turunda istirakgilara asagidaki masalani li¢ dagiqa
arzinda hall etmak tapsirilir. Anar, Baxtiyar va Faridin yediyi almalar bir-
birina gora mugayisali olaraq asagidaki kimidir.

Anar: Baxtiyarin yediyi almalarin yarisi gadar, GstagalFaridin yediyi
almalarin t¢da biri Gstagal bir alma,

Baxtiyar: Faridin yediyi almalarin yarisi qadar Ustagal Anarin yediyi almalarin
Ugda biri va Ustagal iki alma,

Farid: Anarin yediyi almalarin yarisi gadar, Gstagal Baxtiyarin yediyi
almalarin ti¢da biri gadar Ustagal li¢ alma yemisdir.

Usaglar birlikda ne¢a alma yemislar?

. 200 sagird arasinda aparilan sorgu gostardi ki, onlardan 120 nafari vanilli,

150 nafari sokoladli dondurmani xoslayir, 20 nafar isa heg birini bayanmir.
Onlardan neg¢a nafarithar iki nov dondurmani xoslayir?

Tarafi 3.wvahid olan ABCD kvadrati 9 barabar
kvadrata bolinmugsdur. Strixlanmis hissanin
sahasini tapin.

A

Ug balgabaq iki-iki olmagla biitiin miimkiin variantlarda tarazida ¢akildi.
Naticalar 12 kg, 13, kq, 15 kq kimi olmusdur. Balgabaglardan an ylinguli
nec¢a kilegramdir?

log,(6!) = a, log,7 = b olarsa, log, (8!) ifadssini a va b ils ifads edin.

311



CAVABLAR

Coxhoadlilor
Sah.  Nel b)Q(y)=2y* +3y+ 15,r=59.¢) Q(x) =—x* +4x—4,r=13.
8-12. No2 2x3—3x?—20x + 29 Ne3 B(x) =x—2. Ned4 a) Q(x) = x> —x, R(x) = —2x - 3;
b) Q(x) =x* + 4, R(x) =12 Ne5 Q(2) =3 Ne6 €) Q(x) =x*-3x*+ 1,r=0.
Ne7 d) Q(m) = m*+ S5m*>—3m+ 2, r=6 Nell 1) a) r="94.
Nel2 d) Q(¢) =2£- £+t +2,r=-4.Nel3 b) c=-10,5. Ne14 a) ¢ =57.
NelSk=4voyak=-2. Nel6a)c=11. Nel8 —x+1 Nel9 a) 3x — 10; b) 2x + 5.
Ne20 1,5x2+ 20x +120. No21 3x2+ 200x +3000.
Soh. Ne2b)k=6;¢c)k=-6 Ne31) f(x) = (x~10)(x—4)(x1+2); 4) f(x) = (et 5)(x—3)*
14-17. No4 b) {f% :—4; 2} Ne5 2)a) 0; b) — 6. Ne6 a) 571; 2; 3} Ne§ a) x+2 va x-+4
b) x+3 vox+5 NelO {-2;-1;2;5} Nglla){j;f 1;3} b) { %;72; 3}
Nel12 P(x)=2( x+2) (x—1)(x-2) Ne13 x1=-3, x2=0,5;x3= 1
Soh.  Nei b)x1 =x2=x3=1, xa = xs=4; dorocesi 5-dir. €) X1 =x2=x3=4, x4 = x5=3,
22-24. xo =1 doracasi 6-dir. Ne2¢){0,5;3;5} Ne3 ¢) xi1=2; xo= —1-5; x=—1+V5.

Ned b)—f; a)—g; c)—h NS ¢){ %; 1i\/5}.N96 b)x=-2 iki dofa
tokrarlanan kokdiir. Ne7 a = -3, x1= -2, x2,3=i\/§ Ne® 1) e) —8i; 2)b) £1; +i.

Ne 10 b) P(x)= (x—1)*(x*+1), doraeasi 4-diir; . c) P(x)= (x=2):(x* — 6x + 10),
daracasi 3-diir. Nell 1 milyon sayda.
Soh. Nel a) doracasi 3; bag amsali 2; x—+o oldugqda f(x)—+ 0, x——0 oldugda
27-28. f(x)— — . Ne3 a) tok doracali ¢oxhadli; b) bas omsal monfidir
c) (4;0), (1;0), (3;0). Ned a)—4); b)—2); c)—1); d)—3). N6 ¢) 4sm.
Ne7 a) on az1 3 doraeali; b)en az1 4 doracali; ¢) on az1 4 daracali.

Soh. Ne3 a) y=1 {ifliqi asimptotdur; b) y=.0 iifligi asimptotu, x = 1 vo x = —1 saquli
31. asimptotlaridir; d) = —1 saquli asimptotu, y= 2x —1 maili asimptotudur.
Ned a)—=2); b)—=3);¢c)—1).
Soh. Nel m=1;n=-5.Ne2 P(x) = x*— 2x*— 9x + 18, B(x) =x + 3,
32, Q(x)=x*-5x+6, r=0.Ne4 b) ri’=r=0 Neb6 a) Q(x) = 3x-8, r = 20.
Ne7 a) xi=—1,x2,5= li\/f; b) x1= 2, x2,5=—-1£ V6. Nog a) x1=2, xo=5, x3=x4=-2.
Ne9 a) P(x) = (x+2)(x+1)% b) P(x) = (x-2) (x+2)(x-3)(x+3).
Fazada vektorlar
Sah.  Ne3 ¢) 8-ci; g) 6-ctNob b)17 Ne9 (0;3; 0) vo ya (0;-1; 0) Nel0 a =2 voyaa = 8
37-41. Nell 2) x,y,z oxlarma qodor mesafalor uygun olaraq V5, V13, V10 vahiddir.

Nel13(0; %; — %) noqtosi. Nel5 B(—1; —5;7) Nel6 (2; 4; 2), (4; 0; 4), (-2; 2; 6).

Nel7 17.Nel8 (0;—1;0) vo ya (-2;2;-3). Ne19 AB : BC =1 : 2. No20 (4;6;12)

— — .
Sah. NelB) RS =(-9;-5; 11), [RS| =227. Ne2 ¢) [v| =V68. Ne5b)y = 8, z= 15 olduqda
45-48. No6 2a 36=(0;—-3;11). Ne7 b)2u-3w=(—5;14;-8). Ne8 ¢ =(4;—1; 5). N9 K(3;6;14)
Nel0 k= —2. Nell (-9;0; -9)
— - adiiad —
Nel2 a) OP =i +3j— k. Nel3 a) P(2; —1; —1). Nel4 ¢) [v| = V29

Nel5b)x=-3; y=4; z=4. Nel6 b) e=(=3; L. 2 Yy Nel7b)e=(X3,;3:1)
o V14" V14 14 2°2
Nel9 ¢) V54. No24 b) 97— 5
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Soh.  No2 a)=2753,26; b) —83,14; ¢) 0. Ned b) p - ¢ =23. Ne5 —12. Ne6 a) 43 Coul.
51'53 —
Ne7 a) 590,88 Coul. Ne§ a) e'= (§;§>;b)F= (12;16); ¢) A —F-d = 200 Coul.
Nell ¢) 6=90°d) 6 =180° Nel2 2) k= £ 2. Nel3 a) (6;—8) vo ya (—6;8).
b) k= —7 Nel4 135°. Nel6 a)ZA = 90°%4B = 64°£C = 26°%
b)£/B=90° LA=/C =45°
Soh.  Nel b) 2x — 3y — 18=0. No2 b) 2x + y + 1=0. Ne3 b) 45° vo 135°. Ned b).90°.
55.  Ne5b)0,8;¢)3\2
Soh.  Ne3a)7x+ y+2z—18=0. Ned a) 6x —4y —5z=0. Ne5a) n=(1;=7; - 18)
59-61. Ne6b)y+ 2z=0.Ne7x—6y—z—1=0,yox Ne9 a) x +2y—3z+ 12 =0;
b)x+y+ z=0.Nell b) 2 vahid. Ne12 a) 3x +2y+ 5z+ 8§ =0. Nel3a) k =8§;

b) k=—2,5 Nel4 60°
Soh.  Nel a)x® +)2 +22=16, b) (x—1)* + (2 + (z—4)>=36. Ne2 (0;0:0), (230:0);

62-63. (0:-6;0), (0;0;10). Ne3 (x—2)2 + (=3)* (241 )2=24. Ned 17.
Ne6 Sferanin morkoazi M(—1;8;=5) noqtasindadir. Radiusu 6-dir. A néqtesindon
sferaya qodor mosafo 11 vahiddir. Ne7 (x—3)> + (y—4)*> + (z—7)*=49 va ya
(x=3)* + (—4)* + (z+7)*=49. Nel0 a)(x=2)> + (+3)? +(z—6)*=36

Soh. 66. Ne2 a) (2;-3;6); b) (—1;-2;6). Ne3 ¢) (25-3;1). Ned ¢) (3;2;=1). Ne5 (-2;-13;0)

Soh.  Ne2 V6. NeS c) 25. No6 45°. Ne7 a) (4;0;3) voya (5:—1:4). No9 a) =129,27N vo
67-68. ~95,96 N. Ne12 a) —5; b) 6. Nel14 (x=2)> + (y-3)*+ (z+1 )*=24. Ne17 C(0;8;4).
Limit
73?;16 Ne2 d) 2; e) 3; ) 1.4Ne3 ¢)1024sm> Ned 1).a) 7; b) 7; ¢) 7. Ne5 a)—1; ¢) 3.
Sah.  Ne2 1) a) 15;b) 5; ¢) 6; d)% Ne3 1)—17;2) 1;5) 7; 6) 5. Ned ¢) 32; d) 2; 1) 2.
78-82. Neo5 d) 3; e)d3 £) 0 Ne7 g) 14; 1) —1'Ne8 a) 50 ; b) 50; ¢) 10000
Nel0 )i B~ 8) 20 21) 7 . Nel 1 3)436) —15 38195 104
12) % .Nel12 1) a)4; b) 64;¢) 64. 3) a) 3; ¢c) 2 Nel4 a) 25 milyon manat; ¢) tolob
edilon vasait sensuz artir. Nel15:b) 1500; ¢) 1000. Ne16 a) 20; b) 22; ¢) 36; d) 36
e) 32; 1) 34; g) yoxdur; h) 32" Nel7 8
Sah. Ne2 4) x = -1 kesilmo noqtesidir; a) fi—1)=2; d) yoxdur. Ne3 a) biitiin hogiqi ox-
84-88. da kosilmozdir. b) x = I'ndqtosinds kesilondir. Ne5 1) x = 2 ndqtesindo kosilon-
dir, lim f(x)=4' 3) x = —2 ndqtasinds kasilondir, x - —2 olduqda limiti yoxdur.
Ne7 2) a) kosilmazdir; b) kasilondir. Ne10 1) b)x 5; c) hm fx)=8, hm L S0)=T.
Nel 3) 054) ~1; 6)—\/_N02 1)%,2)1,5, 6)3, 7)2; 8)0 9)41‘ ,10)2 11) -4
Ne3 a) ; b) —

Sah.
90.

) 4
Sohe Nel a) x= -2 vo x=2 diiz xatlori saquli asimptotlaridir. Ne2 b)y=0 diiz xatti iifiiqi
94-95. “asimptotudur Ne3 a) x = 2 diiz xatti saquli, y = 2 diiz xatti iifiigi asimptotudur

Ned ¢) 1,5;e)%;f) 4,g)25 h) 0 Ne5 a) hm fx)=0; hm f(x) =2. Ne8 30.
Nel0 64 Nell a) = 459449; b) 400000.
Sah. No5 1) 3;3) 2; 6) 3; 11)l : 15) 1 Ne6 a) % b) eVe ; e)e? ; f)l
98-101. 4 €
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Sah.  Noj 8)0,5; 11)%; 15) 0 Ned a) 1; b) —2;d) 1 Ne7 0 vo 2.
102.

Firlanma fiqurlar

Silindr, konus, Kiira
Soh.  Nel #=6V3 sm. Ne2Thal: h= 3sm, d= 8sm; II hal: A=4 sm, d=6 sm.
106 Ne3 T hal: R=4,77 sm, II hal: R=3,18 sm

Soh.  Nel a)112% sm?; b)64n m?; ¢)80m sm?. Ne2 a) 7207 sm?. Ne3 a) 108 sm?;
108-110. c) 781 sm?. Ned b) 4 dofs artar. Ne5 R=4 sm, 4=14 sm.
No6 I hal: Seam =58,2 m?, II hal: Sem=53,7 m?. Ne7 2:3 Ne8 =641 sm?>.
Ne9 a) =457,06 sm? =~ 482,19sm? Ne10 a) Syan = 961 sm?, Siam = 1207 sm?.
Nell =46,3 m?. Nel2 Bir tam dovrdos =5,89 m? saho diizlonar.
Nel3 =16 sm. Nel4 =1583,4 m?. Nel5 =1514,3 sm?. Nel6.on az1 4 rulon.

Sah.  Nel a)100,8°; b)7 sm, 1757 sm?c)24smyd) 224n'sm?. Ne2 a) 1447 sm?;
H5-117. ¢)50m m2. Ne4 a)] =20 Ne5 b) 540 mm?.Ne7 6667 sm?. Ne80,6m m?*;0,96mm?.

Ne9 a) 216 m?; b) 90w m? Ne1016,87 sm? Nell a)36m; b)24n; ¢)60m; d)48x;

Nel2 11 sm?. Nel3 240°. Nel5 2407 sm?: Nel6 silindra. Nel7 = 15,81m?.
Nel8 b)25V5m sm2, 25m(1+V5)8m?. Nel9 62,25 7 sm?, 20,25 7 sm?

Sah. Nol 147 m2. Ne2 36 sm2. Ne3 45°, Ne4 R2 No512:sm? . No6 500 sm?.
9. No7 = 1,66 m2. Ne§ 6751 sm?= 0,21 m>

Sah.  Nel b) Syan = 457.8m?, Stam = 907 sm?. Ne2 2267 sm?>~ 710 sm?.
121-122. Ne3 2)104,51 m?, 168,381 m2. Ned 3257 sm?, 6507 sm>. Ne5 p = 1,33 manat.
Ne6 Sy =A00SI. No7 7= 15 0, N6 Syu— — 50—
Soh.  Nel ¢) 641 m? Ne31:16 No4 b) 64 1 Ne5 3sm Ne6 ¢) 3:2 No7 4687 sm>.
125-128. Ne8/320m sm?. No9 100z sm?,201 sm?, 80 sm> Ne10 a) 64n sm?; b) 12871 sm?;
¢) 192w sm?; d) Stm= 37R% Noll,7sm Nel12 180x sm? Nel3 a) =7,07m?
Nel4a) 320m sm? b) 1 : 5 Nel5 6 sm. Nel6 3007 sm% Nel7 2807 m?
Ne18 4007 sm?va ya 11007 sm?. Nel19 9107 sm? Ne20 4 = R(\/gfl)

Soh.  Nela)1957m sm?;b) 115w sm?; ¢)(440+ 16m)sm? N2 1447 sm?
129-130. Ne3 a) Swum= nd?+mdl. Ne4 a) 1501 m? b)180m?. Ne5 =9,1 [ Ne6 ¢atar
No7 d)6V3 sm?; €)32 Ne§ 7 sm? Ne9 a) 87z sm2. Ne10 a) 10267 sm?.
81;]; No2 S1:Ss'=25:16, h =% H. Ne3 %5 7 sm? Ned 4sm, 6sm vo 6sm, 9sm
Sah. »Nel 12'sm. Ne2 a) /= 2r; b) 72w sm? Ne3 a) 660 sm?; ¢)9n m? Ne5 =31,3m?
132-133.Ne6 ¢)2007 sm? Ne7 26 sm Ne§ 57671 sm? Ne9 4V15 sm? Nel0 507 sm?

Funksiyanin toromasi
Seh.  Ne2 1) a)%; b) 1; d) 1. Ne3 a) Yarisin qalibi Fazildir. Ne4 a)l; b) 1%
138-139. Ne6 4) a)10 m/san Ne7 2) a)20mn Ne9 a)1; b)2 Nel0 ¢)=2 Nell a) v(1) =5;
b) v(5) =13;
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Sah.
143-145.

Sah.
148-150.

Sah.
152

Sah.
153-154.

Sah.
156-160.

Sah.

162-163.

Sah.
165-166.

Sah.
168-169.

Nel b) f(x)=3x7, f'(x)=9x>Ne2 b) y'=4x, y'=—6x. Ned 1) a) x2, x7; b) x1, X4;
C) xs; 2) x3 va xs. Ne6 b) 2; ¢) —0,5 Ne7 1) a)y = 4x—4; 2) b) y = 12x—16.
1
Ne9 A—¢, B—b, C—a. Nell
TR 40

. 5 2 vr v x 1 . x\/_+12 x+2
Ne2 d) —12x%; g) — h) N3d) \/—e)4nr2N42) 4)2)&;.
Ne5 d) 2x—%. Ne6 a)f (0) =4,f'(2)=16;b)f"(1) = 1,5, £'(4) :15—6

No7 a) x=0, x=i\/2_olduqda. Ne8 a) (—2;+0); b) x€ (0;2). N9 1(x)=3x>—2x—1
Nol0 a=2, b=-2,5. Nel14 k=—6; y = —6x+10. Ne16 a) x=0, x>=2.

b) y=0, y=12x—12, y=0, y=12x—16. Ne17 (2;3), y=3x=3 Ne18 k=4; k="~ 4

Nel9 y =—-2x—3 vayay=6x—11. Ne20¢)f (x)=x’<2 No21 grafiklor kasismirlos:
Ne22 a) k=-2;b) y = §x+4. Ne23 b)=17san

Nel a)dx—7. Ne3 a) y= 11x—6 No5 131 Ne6 a) P(x)=(2x>+8x)-(3x> —4)9
Ne7'b) y= =36x+65; c) y= —4x—24. Ne8 b) (2;=70)¢) (1;3), (— 3 ; —
NelO a) 90 /; b) saatda 3%1 azalir:

~17 . x*+6x-12 1 -1
Nel 3 ;4 .Ne3 ;b

Jarey Y e BV 2 e 1y

+5 2- , \ 2000 ¢

2)a)y=" TR —xf Ne6 T'(2) = ~0.96°€. Ne7 ) N'(O) = 3702

Ned 1)b) y = —x+2

5 X 20
Ne2 a)60(4x+ L)% b)24x(3x>—1)°. Ne3 a) i C . N4 a
O DRBRAC D8, 55O e Y Gy
Ne5 a) h '(x)= 18(6x—1)2 ’(xg— 18x* Nob ¢) f'(=2)=-2. N7 f'(1)=-10.

N8b)xe(110,2) N9a) - Nel0a)y = 0,6x+ 3,2; by =x+ 3

Nol2 2m(2t + 1). Nel4 b) 560,4; ~69,52; =87,68. Nel5 a) S = n#4, s1zilan
neftin yayilma sahasi zamanin 4-cii doracadon qlivvati ilo miitonasibdir.

b) S'= 4zf, yayilma siirati zamanin kubu ilo diiz miitonasibdir.

Nel7 a)/110 manat; b) 80 manat. Nel8'a) 16 manat; b) 15,998 manat; c) is-
tehsal artdigca marjinal golir azalir. Nel19 ¢) ~593,6 manat

Nel 5)30x5 )8 N2 1)48; 4)62. Ne3 1)24x-2; 2)—(2;‘743 .

Ne5 a) v(t) = —gt+wo; a(t) =—g. b) h(t) =—-0,5g*+18¢+3; v(f) = —gt+18;
a(t) =—g. Ne7 49 Coul Ne8 6N.

Nel®) 2e*(x+1); Hxe*(2+x) N2 ¢)3-4%-In4; d) —3-10>**1In10.

Ne3 b) y =2x+1;¢c) y=—ex. Ned a)2;b)l,5e. Ne5 a)(—o0;0); b) (1;+0).

Ne7 a) =71,7 milyon. Ne9 a) =44,85, ¢) =6,98. Nel0 ¢) =0,92; d) hm c'(1)=0,
istehsal stablllsslr maya doyorinin doyismasi yoxdur.
o ) 3In’x 3
Nel C)m, d)W No2 a) x-(2Inx+1); ) ~ N4 b>(x—2)(x+1)ln3 .

Ne5 a)dloge; b)-2 Ne6 1) (1;+00); 2) b) x = 1 oldugda. Ne7 a) y = x.
Ne8 b)N'(£)=20e"* Ne9 b) = 0,36 manat. Nel4 a) =830; =2066.
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Soh. N2 g) 2xsinx+x’cosx; i) 2xcos2x—2x%sin2x. Ne3 a)0; b) 1. Ne4 d)3; )0.

172-173.
Ne5 b) 4cosdx; c) —2sin2x No7 5) sin%—% -cos%. 7)2e*(sin2x + cos2x)

Ne§ b)izT“wLan, ke Z; ¢) (-

c)y=-x +\/73_+% Nol4 —sin2x, yoni d) bondi. Nel17 a)3sinf — 2cos0.

Wy o Y1
1) B 2 n neZ. Nlla) keZ,b)z—Htk,keZ

Sah.  No3 b) y = 3. No (x)= —18x—2. No5 a) —101. Ne6 a)1:b) J—_
174. Ne7 d) 4sin*0cos0.Ne9 b)=~645 manat

Firlanma fiqurlarimin hacmi
Soh Ne2 a) 450 mm? Ne3 a)6,4 m Ned 10w kub vahid Ne5 80 7 sm?* Ne6 1007 sm? artar.

176-179. No8 % Ne9 4V2 1t Ne10 4:1 Nella) 900z m?; b)1897 sm?. Ne12 d) 21,37 m?

Nel3 b) 4 uzunluq vahidi Ne14 = 250 manat Ne15 = 3,43 kq Nel7.~ 21,1 sm®
Nel8c) 15,5 7 m? No21=114 odad No22 125 sm3 Ne23 64m sm® Ne24 =1,02 m?

Soh.  Nel a)7n m? b)r m3. Ne2 a)180m sm? ¢) 4m No336 7. Ned /1 = 3y Ne5a)864sm?,
181-183.960 sm?® Ne6 16,8 7 sm?, 9,6m sm> Ne7.967 sm? Ne® 12871 sm® Ne9 ol
NelO =418 odod Nell =185,4 sm3 Nel2 4= 6 sm Nel3 Qabin 80%-i =151 do-
qiqoya bosalar, =0,75 [ Ne14 a)50m sm> Nel5168,48m Nel6 54 sm?
Nel8 b) =73 ml Ne19 216m sm?, 3887 sm* Ne20 9,5 manat, =14,09 manat

Sah.  Ne2 b)3m. Ne3¢c)R=6sm ~=18sm.Ne52) a)14471 sm? Ne6 ~526,5 m’, =1485,2m°.
185-187. No7 B-727 sm?, 367 sm?. Ne9 9 7t sm? ; 53—0 nsm3. Nel0 45n sm? vo 24371 sm?.

Nell 1125007 smé Nel2 1)ﬁ n smd; 2) 342 442 7 sm?. Nel3 a) 448 448 7 sm?;

b) 330 T sm>.

Soh. Ne2 a) V,iV,=1:8,b)V,:V,=8:27. Ne4 a) 256 m>. Ne5 3sm.
189-191.Ne6 a)4 dofo; b) 8 dofo ¢) 27 : 64. N7 =314 m>. Ne9 b) 10 m’.
NelOV, :V,=1:8,8,S,=1:4Noll 960 sm.

Soh.  Ne3'=9,921 m?®. Ne4 ~1,177 ton. No5 =392 kq. Ne6 = 3 vahid. Ne9 991 sm?
192-193.
Toromanin tatbiqi/ild funksiyanmin arasdirilmasi
Soh.  Nel a) f(3) > f(10)Ne3 b) (—o0;1,5] araliginda azalir, [1,5;+0) araliginda
198-199. artir. d) (—o0;0] va [4;+00) araliqlarinda azalir, [0;4] araliginda artir.
e) funksiya (—oo;—1] vo[3;+0) araliglarinin har birindo artir, [-1;3]
pargasinda azalir. Ne4 a) funksiya (—o0;3] araliginda azalir, [3;+00) araliginda
artir. No5 e) (— o0; —2] va [2; +o0) araliglarinda artir, [-2;2] araliginda azalir.
NeQ4) a) — l vo 1; b) (—oo; —3 =] vo [1;+0) araliglarinda
artir, [— = 1] araliginda azalir. Ne10 a) /(3) > h(4); b) h(—1) < h(0).
Nell b) be [-6;6] olduqda.

Soh.  Ne5 a) x=0 vo x=2; b)(—o0;2] araliginda azalir, [2;+0) araliginda artir

205-207. nos ¢)bdhran noqtolori x=—1 vo x=2, (—o0;—1] vo [2;+00) araliqlarinda artir

[-1;2] araliginda azalir, g(—1)=12, g(2)=—15 Ne7 5) x1= —1 vo x2=2 bohran
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noqtaloridir. Xmax=—1, Xmin= 2, fmax= 13, fmin=4. Ne10 6) x1=—1 vo xo=1 bdhran
néqtglgridir- Xmin= 1, Xmax= _l,fmin: —4,fmax: 4; 9) x1=0 vo x2=2 bohran
noqtoloridir. Xmin= 0, Xmax= 2, fmin= 0, fmax= 4-€7 10) x=1 bohran noqtosidir.
Xoin= 1, foun= 1. Ne12 a) &+ mk, ke Z; b) -7 + 2nik, ke Z.
: _ _efl _

Nel3 b) 3)max £(x) =0, min f(x)==5. 8) max f(x)=",", minf(x)=1
Nel5 C'(x)=0,9x>~10x+28. Ne16 b) torafi 10 olan kvadrat olduqda perimetri
on kicik olur. Nel17a)1;c) —% :d) 4+8+6. Ne18 R=r olduqda.

Nel9 Tmax:102,2 F, Tmin:95,64 F

Ne5 a) an goxu iki ekstremum ndqtasi ola bilar. b) x1= -3 vo x2='4 béhran
noqtaloridir. Xmax= =3, Xmin= 4, fmax= 142, fmin=—201, (=00;=3] vo [4;+ )

Ne7 a) oxlarla kosigma:

(-2:0), (0:0), (V2;0);

bohran noqtolori:
xi==1,x=0,x3=1;

(—oo; =17 va [0;1] araliglarinda artir,
[=1; 0] vo [1;+o0) araliglarinda azalir;
Xmax=—1, Xmin=0, Xmax=1,

Jra= s 1) =1, fmin={0)=0,
Smax=A1)=1

Sah.
210-211.
araliqlarinda artir vo, [-3;4] araliginda‘azalir.

Ne6 a) oxlarla kosisma: y‘sy =x' = 3x?
(0;0), (3;0); ok /
bohran noqgtalari: x;1= 0, x2=l2;I o, .
(=005 0] vo [2;+0) 2 /NI 2p4x
araliglarinda artir, Do\
[0; 2] araliginda azalir; |t
Xmax:O, Xminzz, fmax:(),fmin:— 4 4

VA
Ne7. ¢) oxlarla kosismo: = %x“— X
(0:0), (4:0); .
bohran ndqtelori: x1= 0, x2=3; ng:. . _
(—o0; 3] araliginda azalir 2 0N 2 X
[3; +o0) araliginda artir; X\
Xmin=3, frmin= —0,75. -

0L

Ne9 ¢) D(y) = (—0;2) U (2;+o0);

saquli asimptot: x = 2, maili asimptot: y = x + 2;

bohran noqgtolori: x1= 0, x2= 4;

(—o0; 0] vo [4; + o) araliglarinda artir, [0; 2) vo (2; 4] :
araliglarinda azalir; Xmax=0, Xmin= 4, fmax= 0, fuin= 8 .

Sah.

YA
y=2x"—x*|
| \ | -
o1 o 112 >
72—
YA
2 Y

2

o1 T

: ; 4 4
N
Il

-

Nel 12+12 Ne2 Tarofi 15 m olan kvadrat olduqda sahasi oan boytik olar.

214-218. Ne3 8smx8sm Ne4 Olgiilor 50x100x50 oldugda. Ne5 6mx6mx3m

No6 a) 125000

m?2, Ne72 smx6 smx5 sm.Nel0 Qayigla C noqtesindon masafasi

0,75 km o]%m D ndqtasinag golib, oradan piyada B-yo goldikdo daha tez catar.
Nel2 b) 36 sm2 Nel5 250V3 1 sm3 Nel6

Sah.
219-220.
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Inteqral
Soh.  Ne2 d) F(x) = x°. N03 g(x) =2x+1. Ned b) x> + C; c) x*+C;
223-231 d) tgr + C. NeS d) 5. Lyt N06a)—x3+C d)+ g X'+ C NeTb) -1 +C;

e)Z B+ Cih) 22 +C. NeS pXEtLL c nob) —ﬁ(7—3x)9 +C.

i
9 -75G5x 72y

NOle)x—7+C e)x -9 +C; g)x3+
1

+C. Nel0 €)@+ + C. Nell a)3x% be+C; el

53t C. N_13e)x—— #C, (x>0).

3
Neld by 2 +5u+Lic; p L %z3+éz2+c Nel5b) 27— e .
3 1
Nel6e) 5= 3 +C;Dlx3—X+ C-N917b)—x2+ 2x2 + C. Nel8 b) — 4e¥+ C;
2X+2

De F G g)— In|5x+d+ C. Nel9) 2In|2x—3|4 C; ¢)—2e>2 + C.

Ne20 a) e— <X + C; b)1 5 21n|x|+C Ne21 b) Ztgx +C; c)—6ctgx+ C.
Ne22 ¢)— 2ctg2x +C.Ne23 a)3 Sin2e + C, )= & cosdx - 1 cos2x +C.
Ne24e) —§ cosdx+ 411 cos2x+C. Ne254) tgh + C; b) —ctge— x+ C Ne27 b) \x — 4.

Ne29c¢) 4lnx + 1. Ne34 ¢) x(t)= 241 Ne35 x(f) = £— 31. Ne36 P(12) = 206152.

Sah.
236-238

Soh. Mol 4) 15 9) 15 15) 1. Ne2 ) 2. NeBo) 6 e Neda) % Ne6 o) 1
241-244 §) o1, N9 b)908 NelOa)~ 172 min manat. Ne12 625m. N014 721 nofar.

Sah.
247-249 Nel a)f ; d)—e. No2 b)6,5; ¢)1,5. Ne3.a)4,5 Nod a) 25 Ne6 a) 40,5; Ne9 ¢ = 2.

Ned £) 2,5; h) 8,5. N06a)3 b)l Ne7 8,5,

Soh.  Nel ¢) 5 Ne2 €)9:Ne3 b) \3 + — . Ne4 ¢)6. No5 c)— Ne6 a)2,5. N07a) 6 -
252-254- N9 @) 2 3 10 b) 3 san.

Soh.  Nella)21m; c) Ne3'1)50m;5) 7,5m; 7) 6 Ned a) 80w Neb6 a) 3—=~ 120
258-260.

Sah.  Ne3 ¢)17. NeS c)g. Ne7 b)2. Ne§ a)2m+8. Ne9 b)2m. Nel0 c)49? .
261-262. Nol12 a) x(f) ==0,58+ >+ 3,5 —9.

Statistika vo ehtimal
Soh.  Nel 3) 0= 2:24 Ne3 a) X = 550, 0=287. Ne6 a) x =%; On boyiik forq: 14;
267-268.0> ~ 14,03; 6= 3,75; b) On boyiik meyl Pirallahi rayonuna moxsusdur.
d) = 393920. Ne8 a) A: on boyiik forq 170, x = 272, 6> = 2578, 6= 51; B: an
boyiik forq 90, X = 227, 6> = 800, o ~ 28,3. Ne8 2-ci futbolgunun naticosi daha
stabildir.
Soh. “NelQus yumurtalarinin =81,5%-nin kiitlosi 43,09 qramla 45,4 qram araliginda-
270-272.dir. Ne2 a) (66; 78) b) (60; 84) c) (54; 90). Ne3 1) ¢)-do an bdyiik, b)-ds an
kicik. Ne5 a) A sirkotindo 5%, B-do 14%. Ne6 a) = 1710; P=0,16
Ne7 1) a) 0,82; b) 0,16; ¢) 0,03. 2) [63;77]. Ne8 a) m =120, 6 = 17,6.
Ne9 Comin 7 diisma ehtimali daha yiiksokdir vo I3 -dir; b) P
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Sah.

No2 Median Q, =215, Q, = 181, Q, =231; On ki¢ik qiymati 173; On boylik

275-276.qiymati 241; Molumatin = 63%-i , asas hissasi qutuya diisiir. Molumatin

Sah.
278.

Sah.
282.

Sah.
283.

18,2 %-1 sol va sag qulpdadir. Ne3 a) 60; b)85; ¢)75%; d)45; €)[80;105] f) yox.
Ne2 a)72%; b)89%; ¢)28%. Ne3 1) a) P (A B) = 0,04; b) P (AU B) = 0,51;
¢) P(0)=0,55
Ne2 0,21. Ne3 a) P =% Ne5 0,0776. Ne6 a) ; b) % . Ne7 2)0,32; b)0,48;
€)0,08; d)0,44; €)0,92. Ne§ %—(3)
Nel b)x=16,6;06>=174;0 34 ,2. Ne2 a) 1)-do dellha boyukdur Ned a) 68%,

0 0 0 04§ =2 0 0y —
b) 34%; ¢) 0,5%; d) 16%. N57 Ne7 0,043. N918 Ne 10a)124, )496
Nel2 a) 0,68; b) 0,025; ¢) 0,84; d) 0,475.

Tonliklar va tanliklor sistemi.
Umumilosdirici tapsiriqlar

Sah.

Nel a)13; ¢)t4; £)62; ) {—1;3}. Ne2 b)0. Ne3 b)iki, Ned 4)[4:8]:8)(—1;01 U [3:4);

286-287.9)[0;3]; 10) (—o0:2]U[4:0); 17) [2;+0).

Sah.
288.

Sah.
289.

Sah.

Nel a) (8;-3); b) (15 2); €) (2; 1); g) (5; 2); h) (35 3)5.1) (2;0).

Nel a) (8;2); ¢) (6 2); e) (4; 2); &) (4; 2);h) (0; 3); 1) (255), (32; 1);)) (3; 3)

Ne2 (=13 -8); (1,5; 2). Ne3 @)180°3 )60°, 180°, 300% g)0; 2% ; ; 4%-; 2.

290-310.No4 =~ 9,4 sm. Ne6 c;evrasmln uzunlugu 40%, sahasi 64% azalar Ne7 2 sm.

Ne9 (—1; 1). Nel04 \1n1x ,g)V £ \e12 1B, 25C, 3—A. Nol 5 40 sm,

2 o 1.52.01 vl _ _
60 sm”. N_16d)4 ; €) 3 ) 1 N_20a)2 ,b)2 . Ne2Ta)x=—1 vo x=2
b)(—o0;<1]vo[2;+ ) araliglarinda artir, [<1;2] araliginda azalir; ¢) yma=y(—1)=13,
V=P (2)=—14. No22.a) 60°;b)9V3 No24 2)OBQ=3, OKQ yoxdur Ne28 b)240nsm’

Ne29 b) ldm3 No31a) 105 b)ioPs.Ne32 63m. Ne35 4kv.vahid. Ne393x—y+ 22+ 5=0.

Ned1 b)30sni%. Ned3 2127 kubvahid. NeSQ 4. NeS2 )1
No53 ¢)[—o0;3] araliginda azalir, [3;+0) araliginda artir. d) Xmin=3, Ymin=—27.
Ne57 a)(16 100) )26 kv.vahid. Ne58 3sm. Ne63 a)~138m2 b) 80m’

Ne64 ¢) B ik , ke Z. Ne68 2. Ne69a)u(r) = £+ 9; b)86 m. Ne75 %g Ne782)1600™;
b)552™; N080 24sm. Ne82 =5,7mm. Ne89 8%. Ne90 { ug: Ne96 a) 550m’, 942, 5sm’.
b) =476, 476sm>. Ne98 x>+ (y—2)*=4voya(x—4)+ (y—-2)=4.

Ne994@) 91; b) %. Nel05 1) 6> = 31,1, 6 = 5,58. Nel06 Panx=96, Sasn=336,
Peen=72, Spen=144. Nel111 7,5 sm. Nel13 0,4 sm. Ne114 45 san. Ne119a)100m?;
by=1,4m; Nel22 2)2475; b)ﬂ”i‘;l) . Nel25 115. Nolsolig Nel311,4.Ne136b)7,5;
c) 2. Noldl d =2 — 1. Nel43 yerlosor. Ne154 P =40, S =80, MK = 6,4.
Nel57 amplitudu %, tezliyi % . Ne162 qara. Ne165 B-don 28 m masafada.

Nel68 0,24C. Nel169 (4;2), (10;10). Ne178 6. Ne184 0,5 <a <2.Nel97 a+ b+ 3.
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